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CORRIGE

Exercice 1

1. L’urne est choisie au hasard, done X suit une loi uniforme a valeurs dans {1,---,5} :

X(Q) = {1,--,5} etViG{l,---,S},P{X:s‘):%.

5

vy N~ L
E(X) = g s =3
2. La boule est choisie au hasard dans 'urne done, pour tout i € {1,---,5}, ¥/ X = i suit une loi
uniforme & valeurs dans {1,---,i}:

(Y/X=i) @) ={1,---,i}etVke{l, -, i}, P(Y =k/X =i) = -

OnaY(Q) = {1,---,5} car le numéro de la boule tirée peut varier de 1 & 5 lorsque le tirage se fait
dans l'urne 5.

Soit k € {1,---,5}. Lesystéme (X = i);e(y,... 5} est un systéme complet d’événement et en utilisant
la formule des probabilités totales, on obtient:

P(Y =k) =3 P(Y =k/X =i)P(X =i) =Y -
i=1 i=k
car P(Y = k/X =i)=0si k >i.

L&
3.0 E(Y EP(Y = k) k =
na E(Y) = Z ( Z Z =3 Z:l
On somme done sur tous les coup]es (k 1) verlﬁant <

i & 5 i
1 1
done échanger I'ordre de sommation et on obtient: E(Y) = 1 E E E == E 3 E k.

) P AL s
On sait que: E‘: k= K+1) Done, on obtient: E(V) — & i(z +1)=2
e k=1 2 . , . 1 i=1 ‘

Exercice 2
1 5 -2 -3
A=11 2 =3
1 -2 1

Si A était inversible, en multipliant & droite la relation A2 = 44 par A~!, on obtiendrait A = 47,
ce qui est faux. Donc A n'est pas inversible.

2. Montrons par récurrence que : ¥n € IN*, A" — 47=14,

Aurang n = 1, on a bien A = A. La propriété est vérifiée au rang 1.

Soit n € IN*, supposons que A™ — 4"~1 4,
On aalors : A™H — A% x A — 4714 x A — 491 A2 — 4 A. Ainsi Vn IN*, A" = 47 A,

3. On sait que n’importe quelle matrice commute avec I, on peut donc appliquer le binome de
Newton (pour les matrices) :
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B" = (I+ A)" = ADI“+Z("°A"I“ * I+ZC"‘4"‘ 'A=T+ (Zr"w‘]“ )A.
k=1 k=1

Or d’aprés la formule du binome de Newton pour les nombres, on a

L T
S ckbirk =S ckaf iR - = (14— 1= 5" — 1. Dot B™ = I + A
k=1 k=0
4. On retrouve le résultat de la question précédente en utilisant un raisonnement par récurrence:
Aurang n =1, on a bien B = I + A. La propriété est vérifiée au rang 1.

Soit n € IN*, supposons que B” = [ + LA, On a alors:

Bl = B x B= (I +Z22A)(I+ A) = I+A+ Eol(A4+ A% =T+ (1+E5=8)A =T+ &=L 4,
Ainsi La propriété est vérifiée pour tout n € IN*.
Exercice 3 :

1. La fonction 2 — 1 déeroit sur IRY, done Var € [n,n+1],n > 1: 4 < 1 < 1 d'of, en intégrant
den an+ 1 (bornes dans 'ordre croissant):

atl | 1 ntl |
/ dxsF—dxs[ —dax.
n n+1 n T n T

d’ol le résultat. On peut aussi prouver ce résllll.at en utilisant le théoréme des accroissements finis.
2. a) Soitn € ]N‘ On aty ) — Uyl = ,H — >0, done vnﬂ < Upp1-

Upp] — Up = m In(n+ 1) +Innet vy — vy = Uy — m U + 5 L_ ——In(n+1}+lnn
D’aprés la question 1) , on a donc w4 — tn < 0 €t vpyy — vy = 0 Ainsi La suite (u,) est

décroissante et La suite (v,,) est croissante donc u,, < et v; < v, pour tout n € IN*.

Conclusion: ¥n € IN*, v < v, < vppy < gy < Uy < Uy,

Les suites (u,) et (v,) sont convergentes car la suite (u,) est décroissante et minorée par vy et la
suite (v,) est croissante et majorée par uy.

Comme lim wu, —v, = lim — =0, les deux suites convergent vers la méme limite qu’on note”
n—+oo n—+a0 11

On a pour tout n € IN*, v, <+ < u, (car (u,) est décroissante et (v,) est croissante).

b) On a —u, < —y < —v,

done —u, + My < My, —y < —vp + My,

d'oll 225" < M, —’y< 5

cad 3, S My —7v< 5,

Par conséquent | My, ’y| <5
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