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Corrigé de 'épreuve

Exercice 1
1. {a) » Solent (P,@) £ E? ot X € B. Alors :

AP+ Q)= (AP + Q)" - 2X(AP+ Q)
AP + Q" — X (AP + Q")
AP —3XAP + Q" —-2XQ'
Ap(P) + Q)

L’application  est done bien linéaire.

+ Pour tout élément P de E, P" est un polynome de degré au plus n — 2 et P un polynéme de
degré au plus n — 1. Done 2X P est aussi un polynéme de degré an plus n, et alors i P) est une
combinaison linéaire de denx éléments de E, donc [ P) € E.

Ainsi, ¢ est bien un endomorphisme de E.

(b} Déterminons I'image par  de chaque élément de la hase canonique de E.

Onap(l) =10, X)) =-2X, puis pour tout entier k € [2,n] :

.

P X*) = k(k — 1)X* 2 —axkx*?
—2kXE + k(k — 1) XF2

Ainsi, la matrice associée & ¢ dans la base canonique est :

fo 0o 2 0 0 o

-2 0 - 0 :

0 —4 . EE-1) - 0

M N | 0 0
-2k “oon(n—1)

sl el T 0
VO e 0 0 —In |

{c) M étant une matrice triangulaire (supérieure), ses valeurs propres sont ses dléments diagonaux, &
gavoir 0,—2,..., -, ..., —3n, qui sont deux & deux distinctes. Done M est une matrice carrée de
taille m + 1 qui admet n + 1 valeurs propres distinctes, elle est done diagonalizable,
L'endomorphizme ¢ étant représentd par M, il vient que ¢ est également diagonalisable et ses valeurs
propres sont les mémes que celles de M @ {—2k, k [0, n]}.

[x]

oo
. - . . ]
(a) Soit (P.Q) < E. Montrons que l'intégrale [ P(t)Qit)e it converge.
4 —on
S .. . . 42 . . . .
« L'application t — P(t)Q(t)e ¥ st continue sur B en tant que produit de fonetions continues. On
a des problémes d'intégration au voisinage de —oo et +oo.
& De plus, au voisinage de +oo, on a (par croissances comparées usuelles)

o 1 1 .
P(e)Qit)e /2 ”(f_z) aver e = 0 an vois. de +oo.
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o
» Puisque j Fdf converge, par critére de négligeabilité par rapport & une fonction positive,
1

oo
]‘imégm.]ef P(t)Q(t)e */%dt converge.
1

= On montrerait de maniére similaire (ou & Iaide d’un changement de variable u = —t) que I'intégrale
1
& 3 poy
f P{t)Q(t)e e CONVErge.
s u )

+ouc
Ainsi, l'intégrale f P(t)Q(t)e £y converge et < P, () = est bien défini.

(= =)

(b} e @ est symétrique car :

YPQeE <PQ-= [ P(OQ(1)e P dt [ QU)P(t)e Cdi =< Q. P =

o

& 7 est linéaire & droite car : VP, Q, R e E.VA e R,

“PAQ+R> [ P((AQ() + B(t))e Fdt

o

+oa 400
A[ P(t)Q(t)e P dt + [ P(t)R(t)e ¥ dt

o

AcPQ>=+=<PR:=

et done ¢ est bilinéaire puisque symétrique.
e o est positive car 1 ¥YP e E|

+oa
<PP= [ P(t)edt 2 0
4 —oo
(car t + P(t)%e* est positive sur | — oo, +oo])
= Montrons que i est définie positive.
Supposons qu'il existe P € E tel que < P, P == 0, alors (la fonction £ — P(i)%e * étant continue
et positive sur | — oo, +oo[), on obtient : ¥t € R, P()%e ¢ = 0, et donc ¥t € R, P(t) = 0, P est
done le polyndme nul.
Finalement, on a bien montré que ¢ est un produit scalaire sur £.

i

3. Soient P et ) deux éléments de E. Montrons que < @(P),Q >=< P, p(Q) =.
Soient a et b deux réels. Alors :

2

] b
[ (P"(t) — 2tP'(t))Q(t)e* dt f (P"(t)e ™ — 2tP' (1)) Q(t)dt

b
fu*[f}f.‘;;md: avec u(f) = P'(t)e
b o T
[uu}f;zm] —f P(t)(t)e 2t
+h
PORE)EY - P@R@e™ - [ PO@©e

En faisant tendre a =+ —oo ot b = 400, les deux premiers termes ayant une limite nulle par croissances
comparées, of les intégrales obtenues étant bien convergentes, on obtient :

[T erwaneta=- [ Po@oe

=

ANNALES DU CONCOURS ECRICOME PREPA 2015 : EPREUVE MATHEMATIQUES SCIENTIFIQUE - PAGE 10

Les sujets et corrigés publiés ici sont la propriété exclusive d’ECRICOME. Ils ne peuvent étre reproduits a des
fins commerciales sans un accord préalable d’ECRICOME.



URS

FCRICOME
PREPA

APRES
CLASSE PREPARATOIRE

done (en faisant de méme en échangeant P et ), on obtient :
colP).Q > —[ P(0)Q (1) Pdt —< P,o(Q)

et done @ est symétrique pour ce produit scalaire.

4. (a) Une récurrence simple assure que pour tout & € [0, n], Fi est bien défini et de degré k. La famille
(FPo, P, ..., %) est done une famille de polyndmes échelonnée en degré, elle est done libre. Comme
d’autre part elle comporte n+ 1 vecteurs, c'est une base de . Reste a prouver qu’elle est orthogonale.
Montrons par récurrence sur & la propriété suivante :

Wk =1, Pik) @« Fy est orthogonal & Fp, Pi,..., Feq »
o La propriété est vraie pour k=1 :
I T =
s P R>=xcX - Fo. Py =

< By, Py =

- < Py X = ]
<X, P> —m < Py, By =
c X FB>—=X, P>
]
» Supposons la propriété vraie pour 1,2, ..., k (avec k < n) et montrons qu'elle est aussi vraie au
rang k + 1. Soit 7 € [0,k].
k .
. < B XEL -
- . - ¥E+L _ (] .
< P Fjz==<X ;WH: F; =
< B, Xk < P, Xk =

-\::Xk“.f‘:,-'.:-— Z — < B F=- ] J-- < Fj. by =
e < BT ~—e—  <hh>

0

Donc la propriété est vrale pour & + 1.
[Vaprés le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout & € [1,n], et done la famille
(Fo, Py...o P} est orthogonale.
(b} Observons que pour tout k& € [0, n]. Bg[X] est stable par ¢ (de la méme maniére qu'on a montré i
la question 1{a) que B,[X] est stable par ).
Alors pour tout k € [0, n], () € Be[X].
Die plus la famille { By, Pi..... Fi) est une base de R [X], done il existe des réels an. ..., o tels gue :

k
PP =3 _asP,
i=0

Pour tout & [0, & — 1], on a alors :
< ) B ==y = B F; =
Mais d’autre part, ¢ étant symétrique pour le produit scalaire étudié :
< @w(F), P »=< p{F), P, >=10

(Puisque (F;) € B;[X], il est orthogonal & F).
Il vient donc que ¥i < [0,k — 1], o = 0.
Il reste done que i Fk) = apFi, et done Fi est vecteur propre de 4.
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Exercice 2

1. (a) Observant que 1 est racine double évidente de P, on factorise sans peine :
PIX) = (X - 1)%(2X +1)

(b} Combinaison linéaire de fonctions dérivables sur T, o est elle aussi dérivable sur I : ¥r € [,
u'(r) %(2{'&\'[1"} f ﬁ) -1
2ooe?(r) + 1 — 3eos?(x)
3cos?(x)
Pleosiz))
Jeos?(z)

(e} w'(x) est du signe de Plcos(z)) = (cos(x) — 1)%(2cosx + 1). Or, cos(z) = 0 lorsque x € [, donc w'(x)
est toujours strictement positif lorsque z € 1. La fonetion « est done strictement croissante sur J.

(d)} vest dérivable sur I en tant gue quotient de fonctions dérivables (avec le dénominateur qui ne s’ anmule
pas sur J). De plus,¥r [,

2eos(x)(2 + cos(x)) — (— sin(x))3sin(z)
- (2 + cos(z))?
(2 + cos(z))? — 3cos(x)(2 + cos{z)) — 3(1 — cos?{x))
(2 + cos(x))2
cos?(z) — 2eos(x) + 1
(2 + cos(z))?
i cos(x))
(2 + cosz))?

v'iz) =1

avec QX ) = (X — 1)?

{e) Pour tout = € [ on a |cos(z)| < 1 et done Qfcos(x)) = 0.
Done v est strictement croisssante sur 1.

(f) u et v sont continues et strictement crojssantes sur §. De plus elles tendent toutes les deux vers 0 en
0. Elles sont donc toutes les deux strictement positives sur T, c'est a dire que ;

Ve el, flz) = z et x> g(z)

[Von l'encadrement attendu.
(a)

[

o0s {]I—;:]

=in {]'—;:] sin {% - %) sin (%}m{% — o8 {%:} =in {%:}
VI VE VI 1 VBV
2 2 2 2 4
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ib) Appliquant Pencadrement du 1.(f) avec = % il vient :

[ 4=
wal

T o g (qv-"—ﬁ{ z‘e;—.qx.-’:i)

e <
W B2 14 4 4

2+ Y812

Et done : _
VB— 3 - = -

W——m—— = 7= 2VE -2+ B - 443

B+ 0+ T v v v

3. (a)
cos(20) = cos(f + 6)
cos(f) cos(f) — sin{#) sin(8)
(1 —=in?(#)) — sin®(0)

1 — 2gin®(#)

Applhquant la relation précédente avec # "!IT 1l vient que :
3w It

by =1 —2a2

n+1

Puisque W = ['D. %] s0m sinus est positif, et done ;

|'I1 - bn
lg'I'I +1 1k|| )

™

3ot oSt positif, done :

De méme le cosinms de

| — / 1—b, J1+ b,
[ V1- al, V l—— V3

it} Appliquant 'encadrement du 1.(f) avec = 3 ;rgn il vient :

gﬂ.n a T -l '-.P,”_ IE_:I1
2+b, 3x2® "3\" b,

Cest a dire :

< e 2T (Eﬂ,, b ﬂ—)
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™

() Puisque sin(x T, 00 a )
) ue sin x) :A:I:I fhn n :x-.m 3w Gm
De plus b, — 1.

—*-o0
Done :

Et :

Iy 1° W
| 2, — Pa. [ 2+ — ~ =24 1) W
{E f an i ( {annuxS‘ f

Done les deux termes de Pencadrement tendent vers 7 lorsque n tend vers +oo..

(d) On calcule les valeurs successives des ay et by jusqu’d ce gue "écart entre les deux termes de 'enca-
drement soit inféreur 4 2 et on retourne la movenne de ces deux termes en guse d'approxdimation

de 7 :

function [x,kl=hie)

E=20
a = sqre(3) / 2
b =1/ 2

while (2#a+a/b)*2"K-9+2 7 k=*xa/(2+b) > 2Z+*ea
a eqrt ((1-b)/2)
b sqrt ({(1+b)/2)
kE =k + 1
and
X = ( (2=a+a/b)*=2"kK+9x2"k=a/(2+b) }/2
endfunction

(e} On fait appel 4 la fonction i définie ci-dessus pour connaitre le nombre diitérations nécessaires pour

chaque précision.

function ¥ = onb_iterations(p)
for k=1 : p
[x,V(k)] = h{10"(-Kk)})
and
endfunction

(F

Jusqu'a p = 16, le nombre d'itérations nécessaires semble augmenter linéairement en fonction de p.

La précision de Palgonithme semble done exponentielle.

A partir de p = 16, le nombre d’itérations retourné est constant, égal & 13, A la treiziéme itération,
la différence entre les dewux termes de encadrement devient s1 petite que Scilab n’a pas assez de déci-
males pour distinguer ces deux termes. Pour Scilab cette différence devient done nulle & la treiziéme
itération, et elle est déclarée inféricure & n'importe quel 107F,
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Probléme
Partie A
1. Pour tout = € |,
P(Y, € x) = P(Min{X,,...,. X,) €7
1 — P(Min{X,,...,. Xn) = 1)

1-P{(Xy=r)n(Xz = )N ...N A, > x))
1—-PlX; > 2)P(Xs = z)--- P(X, = r) (par indépendance)
1 (1-F(z))"

2. Puisque X admet une densité, sa fonction de répartition F est continue sur B et de classe ' sur B sauf
peut-étre en un nombre fini de points. Alors F,, est également continue sur B et de classe O sur B sanf
peut-étre en un nombre fini de points. Donc Yy, admet une densité fr, qui est la dérivée de Fy (pour les
valeurs en lesquelles cette dérivée existe) :

fal®) = Fp(z) = nF'(2)(1 - F(z))*' = nf(z)(1 - F(z))*

3. (a) Procédons & une intégration par parties. On note :

u'{t) =1

(i) = d(t) — 1

uft) =t

Wi e |0, 2], .\ ’
i‘_l Il l"’l:f_.l 1

Comme  est supposée continue sur [0, +oo[, les fonctions u et v sont bien de classe C! sur [0, +ocf,
on a done

[&;[f}dt [mm—l;] —f (@(t) — 1)dt
40 i o
2(®(z) — 1) [ (®(t) — 1)t
J0

f (1 — (t))dt — z(1 — B(x))
[u]

oo
(b} Puisque V' admet une espérance, 'intégrale [ tip(t)dt est convergente. Alors
Juo
oo +oo +oo
Ogx(l-—P(x)) =2 [ it)dt [ w(t)dt £ [ bip(t)dt (car cette intégrale converge)
Jr Jx Jx

oo +oo
Or, lint.c'*gnlof tip(t)dt converge, donc l]m [ tip(t)dt = 0. Ainsi, par encadrement =1 —

#(x)) tend vers 0 lorsque r tend vers +oo.
[¥aprés la question (a) :

f (1— ®(t))dt j to(f)dt + 2(1 — ®(z))
i i
Et done :

[(1 —@(i}}dt"—‘?’:[ tio( £)dt
J0 i

+oa
Done [ (1 — @(t))dt est convergente, et elle vaut E (V).
Jo
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(e} Pour tout = = 0, on a 2(1 — ®i(z)) = 0, et donc ¥z = 0,

Ft-;[fjdt:«'_;f (1 — ®(1))dt
40 o

La fonetion £ — {1 — @(t)) étant positive, il vient :

[ f-;[!}dts;_[ (1— ®(t))dt
JI 40

E
La fonetion £ — &p(f) étant positive, la fonction = — [ tip(t)dE est croissante.

Jo
Comme on vient de voir qu'elle est majorée, elle admet une limite finie lorsque x tend vers +oo, cest
i dire que V' admet une espérance.

oo
(d} Omn avu i la question (b) gue si V' admet une espérance, alors [ (1 — &(t))dt est convergente.
Jo

o
Réciproquement, si [ (1 — ®(t))di est convergente, la question (¢} montre gu’alors V' admet une
o
EEPETANCE,

oo
Et la question (b} a montré aussi qu'alors E(V) [ (1 — $(t))dt.
Jo

Partie B

4. (a) f est une densité de probabilité, done vérifie la relation [ fit)di = 1. Ainsi :

o a A
1 f — _dr lim | a|Arctan(z) o
o 1+ x2 A—s+oo o

=

Bl
Done o %
(b} Par définition, ¥z € R, F(z) [ flt)dt. Done ¥z e R :
0 gix 0
F 2 ) .
(=) —Arctan{r) sizrz0
(e} En utilisant la formule du A.1, on obtient que ¥r < R,
0 gl r<0
F. 1—{1—Fz)y 2 :
2(z} { o 1- (] - :J‘chmn-:'rj) si zz0
Et d'aprés A.2, ¥, admet une densité fs telle que ¥r € R,
0 siz <0
folz) =2f@A-Fl) =y __2 (1 ~Zarctan(z)) sizz0
w1 + %) T
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) - 1 . .
id} La fonction @ : BR*t — R définie par #(x) Arctan(x) + Arctan (—) est continue et dérivable
T

sur B*t (par somme et composition de fonctions usuelles dérivables) et sa dérivée est :

vz =0, @) 1{] +(—1J;

e )14 =
_1 __1
1422 1422
0
i . . O S .
Donc # est constante, dgale & sa valeur en 1 qui est 1 } i d’on le résultat.
()
Ve =0, faz) =t 1-— E.-‘krctzm[rj
= w1+ 22) T
_ 4 Zactan(l
) x —Arctan | —
8
(%
—++oo i3
100

) . 2 T 1 ) . .
(f} D'une part on a zf(z) ~ —, or Pintégrale —dr diverge (Riemann), donc par critére
T—+too T h =z
+00
d'équivalence de fonetions positives, l'intégrale [ rf{z)dr ne converge pas, donc X n’admet pas
Jo

d'espérance.

, b . Ea | e X .
DVautre part zfaiz) o~ 5 OF I'intégrale —zdr converge {Riemann), done par critére

r++oo Wixd Jo

oo
d'équivalence de fonctions positives, intégrale [ fz(z)dr converge également, la variable ¥5
- S0
admet done une espérance.
Ainsi la ol de X est implosive et son indice d'implosion est 2.

5. (a)

mn n

. 1 1
PiIX =k -
kzu : kzn(w’k Pl VE+ 2)
Z": I 1
o VE+1 J

ku‘*"k}g

1 oo
ZJJ’:H_Z\,&:H

oo
Done on a hien Z FPIX =k)=1.
k=0
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(b} Déterminons un équivalent de EP(X = &) :

i 1 1
EP(X =k)=k — —
J (-.,.-’L' F1 Wk ‘2)
EVEFI—EFT)
Vik+ 1)k +2)
" / 2 / 1
k32 14+ =-—4/14 =
(‘»‘ VTR
Vik+1)(k+2)

(bt () o s (2)

Vik+ k4 2)

‘n..-'k ; o .:' \,-"IE\I

2 ko
VikE+ 1)k +2)

1
Y —
k00 91.-"??

k

Dione, par critére d’équivalence de séries A termes positifs, la série E EP(X = k) est divergente. La
variable X n'admet donc pas despérance.

(¢} Pour tout k < M,

k k
1 1 1
Fik P{X =i — 1—
) Z.: i) Zﬂ: — s T
(d) En utilisant la formule du A.1, on obtient :
Wk e M, Falk 1-
- M Falk) )
[on remargue que cette formule est encore valable pour & = —1).
On en tire la loi de Y5 :
1 1 1

WkeM, P(Ya=k)= P(Ya<k)— P(Ya < k—1)

E+1 k+2 (k+1)k+2)
1

—, et donc, par critére d’aquivalence de fonctions positives, la

ol
oo A

On observe alors que EP(Ys = k)

série » _ kP(V; = k) diverge.

Done Yz n'admet pas d'espérance.
{e) La formule du A.1 donne ici :

1
(k-+ 2)3/2

YeeM, PlYask)=1-

Et done :

1 1

Vel P(Ys=kl=Pl¥Ysgk)-Pl¥agk-1) —
- R -I 3 = -I el -I l:‘k 4 1]3:"_" Ek It EJSII"_"
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Diéterminons un équivalent de EP(Y; = k) :

1 1
EPYs=Fk) =k = — ~
W=k (Ucl TEENNTE 2;“-2)
k([k } -2]3;‘:_ [k + ]}:I._."z}

((k+1)(k +2)p2

- 23/ e
k2= (] r;) — (1 + 1K)

((k+ 1)k + 2))3/2

(g0 (1) (. (2)

(E+ 1)k +2))372
3 3,2 .1"2
ok o (72)

ICE ];[k + 2))%2
z

o Lo
[~ e

Dione, par critére d’équivalence de séries a4 termes positifs, la série Z EP(Y; = k) est convergenta,
et done Yy admet une espérance.
(f) D¥aprés ce qui préceéde, X est implosive et son indice d'implosion est 3.

Partie C

6. (a) La fonction f est clairement continue sur B {1}, et ]:u:m]uw sur R si et seulement si a z 0. Ainsi,

pour que § soit une densité, il fant et il suffit que [ flt)dt =1

Do

400 o a a A a
[ flt)di =1 <= f —dr =1<= lim _ l = 1
g 1 e A-rtoe | [ (1 —a)r=-1], a—1

Done f est une densité 51 et seulement si a = o — 1 (qui est bien positif).

(b} Pour tout = £ R,
) = 0 sl 1l
Flx) jx Jityt 1- ! s orzl

Iu'l

oo
(c) Vaprés la question A3, X admet une espérance si et senlement i f {1 —F(t))di est convergenta.
]

. ; 1
Orvitz1, 1-F(t) e Ainsi, en appliquant le critére d’équivalence pour les fonctions positives,
et les intégrales de Riemann, il vient :

E(X) existe -:::-f ia]d-tmn"rf‘rm —a-l=l—a=2
(d) I¥apros la question A.1, la fonetion de répartition F, de ¥, vaut F () =1 — (1 — F(=))™
Done ici, pour tout = = 1, Fz) =1 - ﬁ Ainsi :

E(Y,) existe +—— f dr converge n(o — 1) = 1

I:l1|:t]

Et done Y], admet une espérance si et seulement si nje — 1) = 1
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{e) La variable aléatoire X est implosive et d'indice d'implosion m si et seulement si m{o —1) = 1 (pour
que Y, admette une espérance) et (m — 1)ia — 1) < 1 (pour que m soit bien 'indice d'implogion,
¥m-1 ne doit pas admettre d'espérance).

Pour un entier m = 2 donné, il suffit donc de prendre o = 1 + pour que X soit implosive

o ) ) m—1
d'indice d'implosion m.
Done pour tout entier m = 2 il existe une loi implosive d'indice d'implosion égal & m.
Partie D

7. (a) La fonction f est clairement continue sur B {2}, et positive sur I si et seulement =i a 2 0. Ainsi,

+0a
pour que f soit une densité, il fant et il suffit que [ flt)dt =1
o —oo

[mffdt 1 [_m S dt—1 li [ . ]A 1 2 1
s —_— T 1m — = T Py

S ) T pL N i m(2)
Ainsi, f est une densité =i et seulement si a = In(2) (qui est bien positif).

(b} Pour tout = € R,

x ] s ral
F(z) f flt)dt ]_lnaE; § x>0
= In(z)

o
(¢} IVaprés la question A.3, X admet une espérance si et seulement si f (1—F(t))di est convergente.
o

Done icl, X admet une espérance si et soulement s [ };Eij dr converge. Or,
] A
1 1
o " -
22, In[z) ¥ =

oo 1
Puisque 'intérrale f —dz diverge (Riemann}, par critére de comparaison de fonetions positives,
a T

. . 7= In(2)
on en déduit que l'intégrale /; In(z)

dr est divergente. La variable X n'admet donc pas d'espé-
rance.
(d) Pour tout n = 2, la fonction de répartition de ¥, vérifie :

0 g raad
YreR, F.lz) _ In"(2) § 39
In"[x) =
I , . . T ™2 .
Donc icl, Y, admet une espérance s et seulement si f lzﬂ Erj dx converge. Or par croissances
a3 |
Compardes,
% In™(z)
W2 n™ P x oo
In_“t':_] In"(2)x =+
Onad - (ln“{?j Pui I'intégral [-mld:rd" Ri itd
nadoncque: —= o0 w(z) )’ uizque 'intégrale L = iverge (Riemann), par critére

In™(2) .
2] dr est divergente et

(z)

+00
de comparaizon de fonctions positives, on en déduit que Pintégrale [
Ja

done Y, n'admet pas d'espérance, ceci pour tout entier n = 2.
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{e) La variable aléatoire X n'admet pas d'espérance et sa loi n'est pas implosive (car pour tout i = 2,
Y, n'admet pas d'espérance). La réponse est done « oui =».

Partie E

8. Notons F' la fonction de répartition de X et & celle de V. Puisque Y, a la méme lol que Y, il vient que :
Yre R, Glz)=1-(1-F(z))"

Et donc que :
VreR, F(z) =1- (1 — G(z))¥m

9. Puisque Y suit la loi géométrique de paramétre p, on a pour tout k € B,
Glk)=P(Y <k)=1-(1-pfF
51 une variable aléatoire X implosait sur ¥ avec un indice d'implosion m 2 2, on aurait :
VEeEM PX <k)=1-(1-Gk)"™ =1- (1 —p™
Done X suivrait la loi géométrique de paramétre (1 — p)t™, ot done elle admettrait une espérance, ce qui
n'est pas possible pour une variable implosive.

Done aucune variable implosive n'implose sur Y.

10. On a vu lors de la partie C que pour tout entier m = 2, 1l existe une loi implosive d'indice d’implosion m.
Soit X une variable aléatoire qui suit une telle loi ot soit ¥ = ¥,,. Alors la loi de X est implosive d'indice
d'implosion m et la loi de X implose sur la lol de Y. La réponse est donc « oul .

11. Puizque X implose sur ¥ avec un indice d'implosion égal & m, on a que :
1-G(zx) =(1-F(z)™

(car ¥ a la méme loi que Yi)
Et épalement :

+0o0
[ (1 - F(zx))™dr converge
Jo

(car Ym admet une espérance)
Mais aussi : .
f (1—Fi{z))™ 'dz diverge
]

[car ¥m—1 n'admet pas d'espérance puisque X est d'indice d'implosion m)
Soit alors un entier & tel que 2 < k< m .
La fonction H définie sur tout B par :

Hiz) =1— (1 - F(z))™*,

eat une fonction de répartition (elle est continue et croissante sur B, de classe O sur B sauf éventuellement
en quelques points, ot elle tend vers ) en —oo et vers 1 en +oo).

Soit alors & une variable aléatoire ayant H pour fonction de répartition.

H étant continue sur B et de classe O sur B sauf éventuellement en quelques points (car F l'est), £ admet
une densité.

On peut done utiliser les résultats de la partie A.

On a bien évidemment pour tout réel r,

(1-H{z))F =1-Q(z)
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[Vautre part :

(1-H{z)¥ 1 =(1-F(z))Tm
(1-F(z)™ %

=(1—-F(z))™ ' pusque k£ met 05 1— Filz)£1)

Done il vient que :
oo
[ (1— H(z))* ! diverge
Jon

Done & implose sur ¥ avec un indice d'implosion de k.

Partie F

12, Distingnons deux cas ;
« 51X n'admet pas d'espérance : pour tout m = 2on a0 < X; < &, et done £, n’admet pas d'espérance
non plus. Done la loi de X est explosive, diindice d’explosion égal 4 2.
o 51 X admet une espérance :pour tout m =2 onal = 2, < Xy + Xo +--- + X ot done &, admet
une espérance. Done la loi de X n'est pas explosive.
Done m = 2 est le seul entier tel qu'il existe des lois explosives dont 'indice d'explosion est m.
13. IFaprés ce qui a été dit & la question précédente, les variables aléatoires positives qui ne sont pas explosives
sont celles qui admettent une espérance.
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RAPPORT D’EPREUVE

Commentaires généraux

Rappelons quelques faits importants :

e Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d'en comprendre la problématique et de
hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors an candidat d’aborder le sujet par les exercices (et/ou les
questions ) qui lul sont les plus accessibles.

Une copie soignde est approciée.

Une honne connaissance des notions et résultats fondamentanx du cours est un prérequis indispensahble &
la résolution correcte de nombreuses questions dun sujet de mathématiques.

o Une rédaction correcte comportant des justifications convenahbles ainsi que la vérification, ou an mininmm
le rappel, des hypothises nécessaires a 'application d'un théoréme utilisé forment une part extrémement
importante de la note attribude 4 toute question.

Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats proposés,
L'aménagement des calculs et des raisonnements afin d'obtenir impérativement les résultats proposés est
fortement sanctionné.

Rappelons que les questions informatiques sont assez largement valorisées au sein du baréme de Pépreuve
ot que, plus des deux tiers des candidats v répondent de fagon suffisamment satisfaisante,

Avec une movenne de 11,02 et un écart-type de 4,61, cette épreuve a permis une sélection tout & fait
satisfaizante des candidats.

Commentaires particuliers

Exercice 1

Cet exercice proposait ici 'étude d'un endomorphisme de polyndmes, symétrique pour un certain produit
scalaire, ot on se proposait de déterminer une base orthonormée de vecteurs propres pour cet endomorphisme.
Les premiéres questions sont classiques et de difficulté progressive. Les questions 1 et 2 sont un objectif i at-
teindre pour tont candidat raisonnable.

La question 3 est nécessite un peu plus dinitiativ. La question 4 est enfin plus délicate et nécessite des ralson-
nements plus fins, ce gui permet éventuellement de départager les meilleurs candidats,

1. (a) Question bien traitée par une large majorité des candidats
(b} Cuestion bien traitée par une large majorité des candidats

(] Beaucoup de candidats ne répondent que partiellement & la guestion, parfols sans justification. Trop
nombreux sont ceux qui pensent que toute matrice triangulaire est nécessairement diagonalisable,

[

(a) Certains candidats ont mal compris la question, et souhaitent démontrer ici que la forme < | > est
non-dégénéréa. Le critére de convergence est rarement bien rédigé.

(b} Cuestion bien traitée par une large majorité des candidats

3. La plupart des candidats savent ce qu'ils doivent démontrer ici. Beaucoup n'ont pas pensé A intégrer par
parties et sont alors restés blogues.

4. (a) Plusieurs candidats repérent un procédé de Gram-Schmidt. Peu tentent une récurrence forte. Aucun

Plusicurs candidats ont cependant démontré le caractére libre de la famille correctement, soit en
admettant 'orthogonalité, soit en démontrant rapidement que deg(Fy) = & pour tout k.
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(b} Aucun candidat n'a su faire la question. Beaucoup ont dit que puisque @ est symétrigue, o est
diagonalisable en base orthonormée et comme la base est orthonormée, elle est forcément constituée
de vecteurs propres.

Exercice 2

Cot exercice proposait icl de mettre en place la méthode de Snelliug pour approcher la valeur de 7 & Paide
de fonctions triconométriques. Utilisant principalement des résultats dlémentaires danalyse, cet exercice a été
plutit malmené par les candidats qui semblent étre peu & Paise avec les manipulations de polynimes ou de
formmles trigonometriques simples.

1. (a) Cette question a, de maniére surprenante, été mal traitée par de nombreux candidats, ou alors de
fapon incompléte. Certains candidats ne savent pas oo que signifie factoriser ; ainsi certains candidats
ont proposé P(X) = X(2X? — 3X + ) ou encore P(X) = X(2X* — 3X) + 1. Une large majorité
de candidats a bien remarqué que 1 était racine évidente mais se contentait alors de factoriser par
(X —1). Ceux gqui ont continué ont souvent oublié le coefficient dominant du polyndme dans la
factorisation finale.

(b} Question bien traitée par une large majorité des candidats. La dérivabilité n'est pas toujours justifide.

() Certains candidats qui n'avaient pas complétement factorisé P & la question (a) le font ici. Pour
coux qui n'ont pas la factorisation, Pétude du signe est rarement bien traitée. Certains candidats ne
Précisent pas « Strictement =,

(d} Pen de candidats se soucient de vérifier que le dénominateur ne s’annule pas. La plupart des candidats
a su trouver le bon polyndme.

{e) Cette guestion a été hien traitée lorsque la précédente I'était.

(f) La question est bien traitée par de nombreux candidats, & part les indgalités strictes qui ne sont pas
toujours justifides,

2. (a) Cette question, lorsqu’elle est abordée par les candidats, est en général bien traitée. Une part non

négligeable de candidats ne connait pas les formules trigonométriques ou les valeurs remarguables

de cos et sin, ce qui les empéche de répondre & cette question. Remarquons cependant que peu de
candidats ayant obtenu les bons résultats ont su simplifier correctement les expressions obtenues.

(b} La plupart des candidats a penser & remplacer ¥ par w12, mais beancoup de candidats se sont arrétés
la car ils ont pas su faire la question précédente.

3. (a} La premiére égalité est largement correctement démontrée, méme parfois par des candidats n’ayant
pas fait la gquestion 2(a). Dans la deuxiéme partie de la guestion, peu de candidats ont éudié les
signes des expressions demandées. Rappelons que lorsque o = 3, il est déja nécessaire que 3 = 0
pour pouveir écrire /8, et de plus, on n'a alors o = /F uniquement si on est certain que a = 0.

(b} Peu traitée par les candidats.
() Peu traitée par les candidats.

id} La plupart des eandidats ont fait I'effort de proposer un script. Le but ici étant de déterminer une
valeur approchée de 7, le but était hien entendu de ne pas utiliser ¥pi dans le programme.

{e) Les candidats semblent encore peu 4 Iaise pour écrire seuls un programme entiérement, méme assez
simple, et méme avec le modéle dans la question précédente. Mais les candidats qui abordent en
réndral la question la traitent en général plutdt bien.

(f) Quelgues rares candidats ont commenté correctement le graphique.
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Probléme

Le probléme proposait ici I'étude de variables aléatoires dont la loi est implosive {ou explosive), nouvelle
notion définie dans 'énoncé. Le but était done icl de tester la réactivité des candidats face 4 appropriation
d'une définition nouvelle, et la bonne mobilisation des connaissances pour retrouver des schémas déja vus dans
le cours de probabilités du programme.

La plupart des candidats a aborde avec suceés les parties A et B, et dans une moindre mesure les parties C
et [

Partie A

1. Question trés classique, qui a été largement abordée par les candidats avec succes, Les candidats doivent
prendre garde 4 ne pas confondre intersection d’événemens et produit de probabilités, créant ainsi parfols
des intersections de probabilités qui n'ont aucun sens . . .

=]

. La justification de 'existence d'une densité pour Y, est souvent omise par les candidats, ces derniers se
contentant de dériver 'expression précédente sans antre précaution. Les points de non-dérivabilité de la
fonction de réparation ne sont pratiquement pas considérés,

3. Cette guestion, fort classique, a sirement éué étudiée par de nombreux candidats pendant leur préparation.
Ici redonnée avec peu d'indications, elle s'avéra assez difficile et fut done mal traitée.

(a) Le fait que & était de classe O st trés rarement justifie. L'intégration par parties fut généralement
correcte, soit en considérant directement la bonne primitive (1 —4&), soit en prenant ¢ puis en écrivant

quer:f 1.
0

(b} Cette question a été trés rarement bien traitée. La plupart des candidats adit gque lim {1-®{z)) =0,
x—*+oo
done lim z(l —®(z))=x=0=0
r—%+oa

{c) La plupart des étudiant n'a pas compris qu'il fallait ici redémontrer que (1 — ®(z)) tend vers 0.
Ils ont, dans leur majorité, considéré que cette limite &tait encore acquise comme dans la question
préacadente.

(d} Question bien traitée par une large majorité de candidats.

Partie B
4. [a) Question assez bien traitée par une large majorité de candidats. Certains candidats connaissent mal
les propriétés remarquables de la fonction Aretan (valeur en 0, dérivée, limite en +oc)

(b} Certains candidats ont considéré que le support de X &tait B, ce qui ne les a pas conduit 4 distinguer
les cas ¢ < 0oux = 0.
() Question bien traitée par une large majorité de candidats.

(d} Question bien traitée par une large majorité de candidats. Les candidats pensent bien & étudier une
fonction, mais ne précisent pas souvent que la fonction est dérivable.
(e} Peu de candidats donnent un équivalent correct, méme en ayant obtemu la bonne densité au préalable.

(f) La justification du fait que [ n'admet pas de densité mais f; oul, est rarement bien traitée. La plupart
des candidats parvient cependant 4 conclure du caractére implosif de X grice i la formulation des
questions.

(=

(a) Question bien traitée par une large majorité de candidats.
(b} Peu de candidats ont cherché un équivalent de EP(X = k). La plupart a décomposé EP{X = k)
tre le t iméral d’ rie « télescopi td’ irie div te : kP(X = k) =
entre le terme génér: une série « copique et d'une série divergente i ) Nz

25
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.

k+1 .. . . .. .
. Quelgques uns additionnent done sans précaution des séries divergentes pour en

+
f’k +1  k+1 i . .
éduire que la série somme diverge ou converge en fonction de ce qui les arrange.
(¢} Cuestion bien traitée par une large majorité de candidats.

id} Lecaleul de Fy est souvent correctement mené, mais les candidats ne voient pas comment en déduire
la loi de ¥z et plus rarement encore pour en déduire des informations sur lespérance. Certains
candidats étudient la série de terme général kFo(k) an lieu de BP(Y: = k).

(] Les raisonnements ont 6té en général les mémes que coux qui étalent apparus dans la question
précédente.

(f) Certains candidats ont compris la logique des questions précédentes, of méme s'ils n'ont pas su les
résoudre, ont admis Pexistence de l'espérance de Y3 et la non-existence de celles de Y et ¥ pour
pouvoir conclure.

Partie C

6. (a) Nombreux sont les candidats ne s’étant pas souciés ici de la positivité ot de la continuité de leur
fonetion densité. Certains candidats ne connaissent pas la primitive de § — !—L

(b} Cette question a bien été traitée lorsque la précédente avait été (méme caleul de primitive)

1

r&_]dr

(] La rédaction est parfois un peu expéditive. On se contente d'étudier la convergence de [ﬂo
sans faire le len avec Pespérance. Halsonnements peu solgnées et peu TIgourems. o

(d} Omn peut noter de nombrenses erreurs sur le caleul de f,.

(e} Rares sont les candidats avant réussi & rédiger correctement cette question.

Partie D - Lois non implosives

7. (a) Peu de candidats trouvent une primitive correcte de f.
(b} Cette question dépend de ce qui a été fait dans la guestion précédente.
(] L'%tude de la convergence de l'intégrale a été trés rarement correctement justifide.
(d) Question rarement abordée.

(e} Cuestion rarement abordée.

Parties E et F

Tros peu de candidats ont abordé ces derniéres parties, destindes i terminer le sujet sur des questions plus
ouvertes pour éventuellement départager les excellentes copies. Quelques candidats ont traité la question 2 et la
question 9 mals se sont vite arrété. On peut noter tout de méme la présence d'une dizaine d'excellentes copies
qui ont traité ensemble du sujet, parties E et F comprises, et 3 candidats ont relevé demx-mémes 'erreur
d'énoncé de la question 11.
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