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Exercice d’algébre

PARTIE 1
x=0
I1. Kerf:{(x,y,z)eR3,j'(x,y,z):0}‘ Ce qui améne a résoudred x+2y+z=0 @{2;:20:0.
2x-2y-z=0

Kerf = {(0, »-2y),ye K} =Vect{(0,1,-2)} .Donc u constitue une famille génératrice de Kerf'
Le vecteur u =(0,1,—2)est non nul, il constitue donc une base de Ker f .
D’apreés le théoréme du rang, Im f est de dimension 2.
De plus Im f =Vect{(1,1,2);(0,2,-2);(0,1,—1)} = Vect {(1,1,2);(0,1,—1)} La famille {(1,1,2);(0,1,—1)}est
donc génératrice de Im £, espace vectoriel de dimension 2, et contient deux vecteurs
‘ Im f a donc pour base : {(1,1,2);(0, 1,—1)} ‘

12. Kerf # {0} , fn’est donc pas un automorphisme de ®*et 0 est une valeur propre de f.

Biu#0etf(u)=0;v=0etf(v)=v ;u est donc un vecteur propre de fassocié¢ a la valeur propre 0 et v est
un vecteur propre de f'associé a la valeur propre 1.

Le sous espace propre de fassocié a la valeur propre 0 est Kerf'de dimension 1 d’apres I1.
Le sous espace propre de fassoci¢ a la valeur propre 1 est

X=x
E(f)=1(x,,2)eR{ x+2y+z=y ;= Vect{v} Dim E,(f)=1.
2x—-2y-z=z
-2 0 0 -0 0 -1 0 0
4. A-Al=| 1 2-2 1 ~ 12 =2 -1-2 ~ 344 -A*+1 0
Lyoly Ly (1+2) Ly+L,
2 2 -1-4 1 2-2 1 1 2-4 1
Les valeurs propres sont donc 0 et 1, la somme des dimensions des sous espaces propres est 2, fn’est pas
diagonalisable.
xX=x
x+y+z=1 x+y+z=1
I5.0na { x+2y+z=y+1 < =
2x-2y—2z=—1he2-L (4y+4z=3

2x-2y—-z=z-1

. . 13
Les vecteurs ¢ solutions sont les triplets = (Z’Z_z’z] aveczeR.

16 D’apres la derniere colonne de 7, f(w) =v+w, w est un des vecteurs ¢ précédents avec z =0. On a donc w
13 .
w= (Z,Z, Oj . Reste & prouver que (u,v,w)est une base de K*.
Soient trois réels &, 3, y tels que au+ fv+yw=0
1

~y=0
4 \ y=0
au+pv+yw=0a+f+>y=0=1 a+f=0 <a=pF=y=0: (u,v,w)est unc famille libre de 3
a—-B=0 —2a-£=0

vecteurs de K’ donc une base de &°. La matrice de f dans cette base est bien 7.
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PARTIE II
m. f-g=(g~g)g=g-(gg=g"f
On applique & u : f (g(w)=g (f))=g(0)=0 et f (g(v))=g (fv)=g(v).

112. f (g(u))=0 donc g(u) € Kerf =Vect {u} , donc il existe un réel a tel que g(u)=au
f(g(v)=g() donc g(v)e E,(f)= Vect{v} et il existe un réel b tel que g(v)=>bv.

1I3. On vient de voir g(u)=au et g(v)=bv ce qui donne les 2 premiéres colonnes de la matrice N.
g(w) peut s’écrire dans la base (u, v, w) : g(w)=cu+tdv+ew ou c, d, e sont des réels ce qui donne la troisieme
colonne.

a 0 ¢
1114.Si g existe, sa matrice dans la base (u,v,w)est N=| 0 b d |et,commeg-g=f, elle vérifie
0 0 e
N2=T
a*=0 a=0
ac+ce=0 c=0
Ce qui donne : =1 < b*=1 Onadonc b==*l,e=+lmais b+e#0
bd +de=1 (b+e)d =1
e*=1 er=1
Si b=1alors e=letd:%
Sib=—1alorse=—1etd=—%
000 0 0 0
On a donc deux matrices possibles N, =0 1 % etN, = -1 —% =-N,
00 1 0 0 -1
00 (1) 00 (1) 00 0
Comme N*=|0 1 —Ix|0 1 —|=/0 1 1 =T et NN =(-N,)' =T
00 1)loo 1) \001

On conclut qu’il existe donc bien des endomorphismes g tels queg-g = f.

(Plus précisément il en existe 2, dont les matrices dans la base (u,v, w)sont les deux matrices précédentes).
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Exercice 2 analyse
1. f{0)=1>0 et pour x strictement positif, f{x) a le signe de In (1+x)>0 : £>0.
On montre par récurrence que Vn € N,u, existe et u, >0 :u, =e, donc u,existe et u, >0 . Si u, existe et

u, >0, alors d’une part u,,, = f(u,) existe puisque D, =[0,+oo[ , d’autre part u,,, = f(u,) >0 d’aprés
I’étude du signe de f. La propriété est héréditaire. Conclusion : .

2. informatique

PROGERAM ECREICOMEZ014;

uses wincrt;

function f (x:real):real;

begin

if x>0 then f:=x/1n{l+x);

if x=0 then f:=1;

if x«<0 then writeln("la fonction est définie pour = psitif™);
end ;

var

k,n:integer;

vireal;

begin

writeln ("donnez un entier naturel’);
readln (N} ;

vi=2;

for k:=1 to N do wv:=f(v);
writeln ("', N, "=",v);

end,

3. f'est continue sur ]0,+oo[ comme quotient de fonctions usuelles continues, le dénominateur ne s’annulant
pas sur cet intervalle.

EnoO: In(l +x);x, lim =1= f(0) Donc fest continue en 0 et par conséquent sur [0,+oo[ .

-0 In(1+x)
4. fest de classe C' sur ]0,+oo[ comme quotient de fonctions usuelles de classe C', le dénominateur ne
s’annulant pas sur cet intervalle.

5. ln(1+x)=x—%x2+x25(x) et 1L=x(l+x)’l =x(1-x+x&(x)) =x—x>+x%¢(x)
+Xx
X 1 1
In(l4+x)———=x—=x2—x+x2+x2%e(x) = = x2+ x%¢(x) .
I+x 2 2

ln(l+x)——1_fx o .
Sur]0,+oo[, f'(x)=——— = avec In(1+x)———=—x2+x%g(x)~—x2 et(In(1+ x))*~x2.
ol ') =— g (1) == ae(x) 5o et(in( 40

Par quotient : f'(x) };%

6. On utilise le théoréme de prolongement d’une fonction de classe C': (1) f'est continue sur [0,+oo[ (2) fest

de classe C' sur 10,+oc[ (3) lim f"(x) = %, limite finie. Donc f'est de classe C" sur[0, +oc[

7. x>e—1=>x+1>e=In(1+x)>1 par croissance de la fonction In sur]0,+00[

En multipliant par (1+x)>0, on obtient (1+x)In(1+x)>1+x.

X
SO ==

(I-In(1+x))avec x>e—1,In(1+x)>1,1-In(1+x)<0: f(x)—x<0,donc f(x)<x.
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In(l+x)——— |

' _ 1+x _ _
S = e Qe 0=

Dans le crochet : (1+x)In(1+x)>1+x 2 x, devant le crochet, tout est positif, donc Vx>e—1, f'(x)20.

8. Démontrons par récurrence que Vz e N,e—1<u, . Pour n=0, u, =e>e—1
Supposons que pour un certain 7, e—1<u, .
Vx2e—1, f'(x) 2 0et fest croissante sur[e—1,+o0[ . On a donc f(e—1)< f(u,) .

Or fle=) ==L —e_1, et f(u,)=u,.,, donc e~1<u
n(e)

0 La propriété est héréditaire.
VneN,e-1<u,

ntl

9. On vient de prouver que la suite (u” ) est minorée par e-1.

Vx2>e—1, f(x)<x , on applique cette inégalité¢ a u, qui est bien dans ’intervalle [e—1,+oo[ pout tout entier
natureln et on obtient f(u,)<u, <u, K <u,.

n+l —
La suite est décroissante, donc elle converge.
Sa limite L e [e—1,+oq[, f'est continue sur[0,-+oo[ , la limite L vérifie L=f(L).

L =e-
fL)-L= D) (1-In(1+ L)) =0doncIn(1+ L) =1, et L=¢-1.
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Exercice 3 probabilités
PARTIE I
1. Informatique probabilités

a) Fonction LANCER

function LANCER (p:real):real;

begin

if randem < p then LANCER:=1 else LANCER:=0;
end ;

b) Fonction PREMIER PILE

function PREMIER PILE (p:real):integer;
var

g:integer:

begin

gr=0;

repeat

gr==+1;

until LANCER (p)=1;

PREMIEERE FILE:==;

end ;

¢) Un programme

Commentaire :
Until j =2 pour la simulationde Y =Y,

Until j =k sion veut simuler Y,
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program scriz2014;

uses wincrt;

var

i,jrinteger;

p:real;

function LANCER (p:real):real;

begin

if random < p then LANCER:=1 else LANCER:=0;:
end;

function PREMIER PILE (p:real):integer:
var

g:integer;

begin

=:=0;

repeat

g:=s+1;

until LANCEER (p)=1;

PEEMIEE PILE:=s;

end;

begin

EANDOMTI ZE ;

writeln ("donnez un réel compris entre 0 et 17);:
readlnp):

i:=0;

J:=0;

repeat

1:=PREMIER PILE (p)+1i;

Jr=3+1;

until j=Z;

writeln('le nombre de faces obtenus est ",1i-2);
end.

2. X, compte le nombre de succes (les PILE), lors de n expériences identiques et indépendantes a deux
issues, la probabilité de succes étant p : X, = B(n, p); E(X,) =np;V(X,)=npq .

3. Y(Q)=N.

4.P(Y=0)=P(FNE)=p*. P(Y=1)=P(FNENE)U(ENFNE) =qp*+ pgp =24p* par
incompatibilité des événements de 1’union et indépendance des tirages.

P(Y=3)= P(F NE,AF,NE)U(FE NF,NE NE)U(F NF,NE A F) =3¢

5. On procéde par double inclusion : si (¥ = n) est réalisé, alors on a eu deux PILE et n FACE donc n+2

lancers. Le dernier lancer a donné le deuxi¢me pile, donc F,,, est réalisé. Le premier pile est apparu au

ammd%n+1pmmwmlmwa&ﬂnyapmeuthmPHEpaﬂmnwsbmmm:(X

n+l

= 1) est réalisé.
Réciproquement si F,N (Xn+1 = 1) est réalisé, alors le nombre de FACE avant le deuxi¢me pile est n et

n+2

(Y =n)est réalisé. On a donc (Y :n)ZFi N (Xn+1 :1).

n+2
6. P(Y =n)=P((X,, =1)NF,,)=P(X,, =1)P(F,,,) par indépendance des lancers.

n+1 n 2 n
P(Y=n)= 1 pq"'p=(n+)pq".
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7.3 P(Y=n)=Y (n+1)p*q" = p*> ig"" on reconnait une séric géométrique dérivée de raison g 10, 1]

n=0 n=0 i=1

donc convergente et ZP(Y =n)=p? ! =1
n=0 (I-g)

8. Sous réserve d’absolue convergence : la simple convergence suffit puisque V € N,nP(Y =n) >0
EY)= ZnP(Y =n)= Z(n +Dnp*q" = pqui(i —1)¢"” on reconnait une série géométrique dérivée de

n=0 n=0 i=1
raison ¢ €]0,1[ donc convergente, ce qui léve la réserve ; ¥ admet une espérance

E(Y)—qu[(l_i)z)]—ZZ-

9. Y, (Q)=Net VneN,(¥, =n)=(X,

n+k—1

=k-1)NF,

n+k

Par indépendance des tirages, on a

__ k—1 k-1

PARTIE 11
0 six<O0

1. VxeR, F(x)=1x sixe[0,1]. Fy(x)=P(S<x)=P(1-R<x)=P(R21-x)=1-F,(1-x).
1 six>1

Six<0,1-x>1,alors Fg(x)=1-F,(1-x)=1-1=0.
Si0<x<1,0<1-x<LF,(1-x)=1-xalors Fy(x)=1-Fr(1-x)=1-(1-x)=x
Si x>L1-x<0,F,(x)=0alors Fy(x)=1-F,(1-x)=1-0=1.

On constate donc que [R suit aussi la loi uniforme sur [0,1]

2. PT<t)=P(R<t)N(S<t))=P(R<t)N(1-R<t))=P(R<t)n(R=1-1)).

3.Site 1,1 ,alors 1—-¢ e O,l
2 2

P(R<t)N(R21-1))=P1—t <R<1)= F(t)—Fr(1-t)=t—(1—-1)=2t—1. Donc P(T <t) =2t 1.
4.Sit <%, alors1—¢ >%.Les événements (R<t) et (R>1—-¢)sont incompatibles : P(T <t)=0
Sit>1, alors1—¢ <0. Les événements (RSI) et (RZl—t)sont certains et P(T <¢t)=1

0 six<l
2

Bl

. 1 . .
Bilan: F,(x)=42x-1 sixe [E’l] On reconnait la loi uniforme sur[%,l} etE(T) =

1 six>1

, , , . , (S
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Osite |:l,l}
+o0 2
Sous réserve de convergence E(Tz) = _[ 2 fr(t)dt avee f,(t)=1 { 1 }
= L _2site| 1

-
2

. . . . 1
E (Tz) = J.ll t* 2dt doncE (T2 )ex1ste puisque la fonction : # > 2¢* continue sur [5, 1}
2

37 2
V(T)existeetona V' (T)= 2L - 31222 5_1
3 4 3 24 16 48
2

, , , . , (S
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RAPPORT

Rappelons quelques faits importants :

e Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d’en comprendre
la problématique et de hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors au candidat
d’aborder le sujet par les exercices (et / ou les questions) qui lui sont les plus
accessibles.

e Une copie soignée est appréciée.

e Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux du cours est un pré-
requis indispensable & la résolution correcte de nombreuses questions d’un sujet de
mathématiques.

e Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la véri-
fication, ou au minimum le rappel, des hypothéses nécessaires & ’application d’un
théoréme utilisé forment une part extrémement importante de la note attribuée a
toute question.

e Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux
résultats proposés.

e [’aménagement des calculs et des raisonnements afin d’obtenir impérativement les

résultats proposés est fortement sanctionné.

Rappelons que les questions informatiques sont assez largement valorisées au sein du
baréme de ’épreuve et que prés de deux tiers des candidats les abordent désormais.

Avec une moyenne de 10 et un écart-type de 5,4, cette épreuve a permis une sélection
tout a fait satisfaisante des candidats.

COMMENTAIRES PARTICULIERS

EXERCICE 1
PARTIE I : Réduction de I’endomorphisme f.

Cette partie a été abordée par la quasi-totalité des candidats. Elle nécessitait une bonne
connaissance de son cours et la capacité & prendre un peu de recul par rapport aux
exercices trop typés sur la réduction des endomorphismes.

1. Cette question fut discriminante, bien que réussie par une petite majorité des
canditats, une grande minorité a pu répondre qu’a I'une des questions.

2. Cette question est bien traitée par la trés grande majorité des candidats.

@)

Mathematiques VISER PLUS HAUT

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION ECONOMIQUE /
ECRICOME



CONCOURS

ECRICOME
PREPA

G mearonee RAPPORT

3. Si une grande minorité parvient a répondre correctement & cette question, une
majorité de candidats oublie de mentionner que u et v sont non nuls et affirme
que E) (f) = Vect (u) (idem avec p et v) sans la moindre justification. Certains
candidats ont tenté la recherche de toutes les valeurs propres par les méthodes
« habituelles » (i.e. par pivot sur la matrice A — AI3) sans succes généralement.

4. Seule une petite minorité a bien pergu la subtilité de la question et pense a déter-
miner toutes les valeurs propres de f puis & conclure correctement. Une petite
majorité des candidats ne fournit aucune explication sérieuse pour étayer leur af-
firmation. Les autres candidats considérent comme évident que A et p sont les
seules valeurs propres de f et concluent via la caractérisation sur la somme des
dimensions des espaces propres.

5. Cette question s’est avérée trés clivante : un candidat sur trois a bien répondu, les
autres n’ont pas progressé substantiellement vers la solution.

6. Peu de candidats ont répondu correctement a cette question méme si prés d’un tiers
d’entre eux ont réussi a l'interpréter et a faire le lien avec la question précédente.
Seule une minorité des candidats vérifie que C' est une base.

PARTIE II : Résolution d’une équation.

1. Prés de la moitié des candidats réponde correctement, I’autre moitié se limitant a
vérifier la commutation de f et g.

2. Seuls les meilleurs candidats traitent cette question.

3. Presque tous les candidats abordant cette question (soit 33 % des candidats), la
traitent convenablement.

4. La question est assez peu correctement traitée méme si un quart des candidats
donne des éléments substantiels de réponses (en donnant les valeurs possibles des
solutions (a, b, ¢, d, €) du systéme mais sans travailler par équivalence et donc sans
vérifier que les solutions proposées satisfont bien au systéme considéré).

EXERCICE 2

Chacune des questions de cet exercice est abordée par au moins les trois quarts des
candidats.

1. Si le signe de f est correctement argumenté par la majorité des candidats, prés
d’un tiers des candidats ne parvient pas a y répondre ! Un candidat sur trois
justifie convenablement I'existence de (uy), <y & I'aide d'une récurrence en posant
la bonne hypothese de récurrence (et non pas « u, existe » !).
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2. Un bon tiers des candidats traite bien cette question et au total une moitié des
candidats fournit un programme a peu prés correct méme si un tiers des candidats
n’aborde pas cette question.

3. Cette question est bien traitée par une large majorité des candidats.
4. Cette question est bien traitée par une large majorité des candidats.

5. Si la moiti¢ des candidats donne le DLs (0) demandé, 'autre moitié s’avére inca-

pable de fournir le DLs (0) correct de In (1 + ) et 132 Au final, seul un quart
x

des candidats donne une réponse correcte & l'intégralité de la question.
6. Un tiers des candidats fournit des arguments essentiellement convaincants.

7. Une large majorité des candidats répond correctement méme si un candidat sur
trois ne fournit aucune réponse convenable & la moindre des inégalités demandées.

8. La question est clivante : la moiti¢ des candidats fournit les arguments essentiels
(avec parfois des oublis comme par exemple la monotonie de f sur [e — 1, +00[)
mais I’autre moitié ne parvient & donner aucun argument menant a la réponse.

9. Le commentaire est le méme qu’a la question précédente.

EXERCICE 3

PARTIE I : Etude d’une premiére expérience.

Les réponses aux questions (sauf ql, g8 et q9) de cette partie sont correctes pour la ma-
jorité des candidats méme si un tiers d’entre eux ne fournissent aucun élément substantiel
en vue d’une solution.

1. 11 est étonnant que seule la moitié¢ des candidats aborde cette question qui est
essentiellement une question de cours (du moins pour les deux premiéres ques-
tions). Moins de 40 % (respectivement 26% et 14 %) des candidats donnent une
réponse approximativement convenable & la question 1l.a (respectivement 1.b et
1.c). Beaucoup de candidats rencontrent des difficultés notables dans la syntaxe.
Le fait qu'une fonction doit renvoyer une valeur (et non lafficher) est rarement
compris.

2. Cette question est correctement traitée par I'immense majorité des candidats.

3. La moitié¢ des candidats donne la bonne réponse (souvent argumentée), pour autre
moitié les réponses sont fantaisistes.

4. La majorité des candidats répond correctement en utilisant des événements élé-
mentaires et en argumentant convenablement (indépendance, incompatibilité). Un
petit tiers des candidats ne fournit néanmoins aucune réponse correcte (méme sous
forme numérique).

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION ECONOMIQUE /
Mathématiques EVQEFS LQEJHMTE




CONCOURS

ECRICOME
PREPA

G mearonee RAPPORT

5. La majorité des candidats donne une justification en frangais convenable en pensant
a traiter la double inclusion.

6. Une petite moitié répond bien méme si certains ne font pas référence au condition-
nement ou & 'indépendance.

7. Question correctement traitée par la majorité des candidats méme si certains ou-
blient de mentionner la convergence de la série.

8. Prés d’un tiers des candidats fournit les arguments essentiels (méme si certains sont
parfois oubliés ou bien des erreurs de calculs ont lieu dans le calcul de I'espérance),
les deux autres tiers ne donnant aucun argument significatif en vue de la solution.

9. Peu de candidats abordent cette question et seules les meilleures copies fournissent
une réponse convenable (il n’était pas demandé une preuve).

PARTIE II : Etude d’une seconde expérience.

Cette partie est la moins abordée du sujet méme si presque toutes les questions sont
abordées par au moins 50 % des candidats.

1. Les calculs sont trop souvent formels car beaucoup de candidats ne mentionnent
pas les différents intervalles nécessaires a 1’expression correcte de Fp (« Fr(t) =1t
») ce qui s’en ressent pour celle de Fg. Au final, un quart des candidats répond
correctement & l'intégralité de la question et un autre quart donne des réponses
plus formelles (sans mention des intervalles). Notons qu'une grande minorité des
candidats ne fournit aucun élément significatif de réponse.

2. Les candidats abordant cette question la traitent généralement bien (soit presque
la moitié des candidats).

3. Seules les meilleures copies donnent des réponses convaincantes (moins de 10 %).
4. Encore moins de bonnes réponses qu’a la précédente.

5. Un quart des candidats donne une réponse convenable, soit par le cours, soit par
un calcul direct.
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