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Mathematiques - option TEcHNOLOGIQUE

CORRIGE

EXERCICE 1

I. Réduction de la matrice 1/ et calcul de M™".

.?.“ a
1. Soit X =y ] etY=|b] alorsona
Z i

de+y+2z2=ua nti=c
PX = Y& drtytz=b ¢ (z+y)+8x+2z2=n

r4y=c (r+y+zx—2=0h

rT+y=c r+y=c
< Jx—2: a—c < z-a—2b+c  (2)—2(3)

r+z=b-c :=—a+3b-2c 3(3)-(2)

a=o—2h+e | -2 1
& y= al2b eY= 1 2 01X
r=—a+3b—2c -1 3 -2

done la matrice 7 est bien inversible (Péquation PX ¥ admet une unigque solution) et son inverse est

1 -2 1
donné par : P~l=| -1 2 0.
1 3 2,

2. Up ealen] direct nons donne

1
)
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2" 0
3. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n la proprigté (H,,): T" = 01
n o

o =D
—_- D

f)ﬂ_

1
Initialisation n = . (Hy) est vraic puisque IV = | 0
0

Héradile, Supposons (H, ) veaie pour un corlain .

om0 0 200 gnil g
T H=71"T=|( 0 1 = a1 1 )= 0 1 ntl
0 01 001 0 0 1

ce qui démontre {H,,+ ) ev achéve la récurrence.

Initialisation = 0. Hy est vraie puisque MY =T el PTYP~ = PIP~* = PPt =1T.
Hérédité. Supposons H, vrale pour un certain r. (n commence par remarquer que
T=P 'MP& PT=MP&s PTP '=M
done on pent terive :
MY = MM = PTRP-IPTP = PTUITP Y = PTP TP = PTEp3,

ce qui démontre (H,,4y) ev achéve la récurrence.

5. Un ealeul diveet nous donne

41 2 2 00 1 -2 1
M®* = 2 l) n 1 T —1 2 (0
110 001 g B
11 2 on  _axon g8
= 2 1 1 n—1 dn+2 —2n
110 -1 3 -2

252 —=n—2 dn—4x2®4+5 2x2"-2n-2

42 - n—3 3n-Bx2' 48 4x2* - 2n- 4
am — g — dn—2=x2" 42 am —2n

II. Etude d’une suite récurrente linéaire.
1. Eu utilisant la relation de récurrence, on obtient :
Uy = 41&2—5“1-‘1‘2'&{]:43{0—5[—1)1—2}(].:T.
g = duz—Bus+2u; =4x7-5x0+2x{—-1)=26
2. Un eoleul divect nons donme <

-5

Uy, Uprl Uil

3. Démontrons par récurrence «ue pour tout entier naturel n la propriété (M) : V, — M"Vi.
Tnitialisation » = (0. Hy esl veaie puisqoe MOVD = Vi =14
Hérédité. Supposons H,, vrale pour un certain n.

Vigr = MV, = M{M"Vp) = M"T1V,.

ce qui démontre (H,+1) et achéve la récurrence.

4. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n la proprigté (H,,) : M" — PT" P~

0

4 s 2 Mt Mty g — By + 2y LT
MV, = 1 0 0 Uni1 = Un+2 = Un 42 = Ve
0
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4. Daprés les guestions précédentes, on a ;

s 4% —n—3 In—8x2"+8 4x3"—2m—4 ) 0
Uyl = Vo=]| 8x2"—n—2 In—4x2"+5H 2x3"—2n—2 -1
7N P —n—1 Sn—2x2" 2 2 —2n : [

2
=u, =32" -m—2.

EXERCICE 2
I. Etude de la fonction f.

L. [a) DMapres le théoréme des croissanees comparées, on a lim f{x) = 0 done € admen one asymptobs
F—4+00
horizontale d'equation 3 = 0,
(b} Puisque lim = —ocet lim e 7 = -oc, on en déduit que
r——00 Z——0C
: : ; flz) i =
lim flzg)=—-00 e lim ——= lim e = -0
00 Bt~ -H H T30

done € admet une branche parabolique selon 'axe (Oy).

Mathematiques - option TEcHNOLOGIQUE

2. (o) Pour tout réel @, ona f'(x) =™ —2(-1)e™" = ¢ (1 — &) done e tablean de vanation de st
dound par -
| = o 1 o
| F'l=z) + |0 —
&
flz) > ;.
—0C 0

(b} Son équation est donnée par: y = f'{0)(z —0) - fl0)=1{z—-0)+0=2

(] Four tout réel =, on a

) = ((L—2)e ) = (~lie™ — (1 - z)(~1)e~

20size2
= “‘_23{ <0siz<?

done f est concave sur |—oc, 2] et convexe sur [2, 40/,

3. La courbe ' est en gras et la droite D en pointillé,

Y -
v
s
! P
o —
' t Tt~
2 -',/ z 3 4
I
~ ,J’I &
- {
~ I 5
I1. Etude d’une [amille d’équalions.
L. TIn caleul direct nous donne
(1) @ fle)=szeoze =zez(c™ 1) =0

z=0 z=101
= o & an sr=0
e—ﬂ.‘ = ] —
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2. (a) Les fonctions 2 — ™ et ¥ +— —z"~* sont strictement décroissantes sur [0, +2¢[ done la fonetion g,
est également strictement décroissante sur cet intervalle (comme sornme de deux telles fonctions).

(b) La fonction g, étant continue sur 0, +2¢[ et comme

9u00) =10, |.i_1|1‘_ guld) = —20,

le théoréme des valeurs intermédiaires assure que équation g, (x) = 0 admet au meins une solution
sur U'intervalle [0, +2¢[. En ontre, la fonction g,, étant strictement monotone sur cet intervalle, cette
équation admet alors exactement une seule solution.
\ ; 1 —
{c) Commeonag,(0)=1>Cet g(l) e 1 =17 ' = = —1 <, on en déduit que o, = |0,1].
i
(d] Four tont réel @ 2 0, onon

=10
(B + fla)=a"sze=a"< ou
z>0ete " =a""" (+x#0)
=1 w=1
= o = o ez {0o,).
z>0et goo(z)=0 T = On
III. Etude d’une variable aléatoire a densité.
1. On proedde par intégration par parties en posant w(i) =& o' =c L onau'(t) =1lct viil = ¢ e

qui nous donne :

T T
fhu:ft)df = f et = [t ()] f (- c™")dt
0

] il

2. La fonction f est positive sur B, continue sur |—oo, 0] (car la fonction & — 0 v est continue), continie sur
[0, o0 (car la fonetion @ — xe™ v esl continue) el

lim hiz)= lim 0=10, lim Alz)= lin 2c”" =10
@ai= 2 a0+ x0+

done lilDr.] hiz) = 0= h{0) ce qui assure la continuité de i sur B, Tn cutre, powr tout réel & 2 0, on a
r—l

tec

-
[ht.t;-dt i A 0 | o 1= j hit)dt =1
i i

1]
n "

(Papras les eroissances comparées) el Pon a évideniment / hit)dt = f Ndd = 0 done
o v
—_— -

loa [t} IR=

fﬁ,(t).ﬂ - / h()dt + fm_’z}urz —0+1=1

—r — il

ce qui nous assure que h est une densité de probabilité d'une variable aléatoire X.

A Par dofinition, on a pour tont réel z, H(z) = ]hfi}d#. Par conséquent, pour tout réel & < [0, on a

sy
x

H(x)= f()dt = (0 ef pour tout réel x = 0,
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0 2
Hx) = ‘/h(t}di | fh(t]dt:l.l Fl-(w4-1)em=1—(z+1)e "
—oo a

4. 11 est immediat que ;

PX 5 D=H)=1-2""
Pl € X<Y=HR)-H1)=(1-37)—-(1-2"1
= 26132
Pen(X21) = P{X <2)n (}_‘ 2 1)) _ Pl <X s;\:»:]

P(X < 2) PiX <2)
e I R
H(Z2) — 1-3*

EXERCICE 3

I. Etude du premier jeu :

1. On uote O, 'événement «le premier dé fournit le numére #» et D] 'événement «le second dé fournit le
numére £ alors on a

v F{A) ~ P((D1NDy)yu (D2 DLy U~ U (D D))
= Py D))+~ PDN DY) -+ P(Dg 0 1)
fevénements incompakibles)
PID).PID,) + P(Do) DD} + -+ P(Dg).P(D})
[Evénements indépendants)
1 1 1 1 1
§6TE s Y

L= AN

2. (o] Lo nombre de points obtenns est fgal an pombre de suceds de Uévépement A, Sachant que 1'on
répite Uexpérience & «lancer une fois les deux déss n fois, chaque expérience Stant identique er
indépendante et Pon compte le nombre de succes de I'événement 4, la loi de ), est la loi binomiale

1 o : P
Bin,PA4) =8 (n. E) done ¥, prend les valeurs {0,1, ..,n} et I'on a pour tout & € {0,1,.,n},

roms (o te () () (O

(b) Daprés le cours, on a E(Y, ) = np = ; V(Y,)=np(l —p) = %
aly

3. (0] Sachaut gque Vo répite Vexpérience £ «lancer une fois les denx dess o fois, chague espirvienee &

identigue ot ndépendoante ef Uon s'intéresse 4 lo promddre réslisation de U'éwénement A, la

. . . i I . - .
Z suit la loi géométrigue de paramétre P(A)=p = a done Z prend toutes les valeurs de M™ et 'on
3
a pour lout k€ M,

B k—1
PZ=k)=p""'(1-p)= ¢ x (1) '

6
5
o s T vy L@ 6
(b) Diaprés le cours, on a E( &) S 6, V(Z) p: 4 — 30
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II. Etude d’un deuxiéme jeu.
1. Un calenl direct nous doune @

1

P(Ey) = PlA)= _, P(E)=P(E;)ct P(E)) | P(E)  P(E:)=1
o

B
= PlE))=DP(By) = |_19
2. Il est immédiat que X, prend les valeurs {0,1,2}. En outre, on a

P =0 = P(m) =, P(Xi=1)=P(Es)= s, P(X;=2)=P(E)=1

12

El ot

Par conséquent, on a

EX) = 0xPX:=0)+1%xP(X:i=1)+2x=P(X;=2)
8 el
12 ] 4

E(X2) PxPX;, =0 —1*=PX; -1+ 2= P(X; - 2)
5 3.1 13
mT 6 12

VIX) = E(XH-(EX) =1 - 2=

1216 48

A 1 est immédial que 5; = X dooe 9 prend les valewes {0, 1,2} et Voo a

. a |
P& =0=P(Si=1)==, P(=2= -4
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4. La somnne des points oblenns an cours de 2 portics est 1o soonne des poimnds obtenos 8 chacune des deus
partics soit
8,00 =1{0,1,2,3,4}.

On remarque ensuite que :

y (S 0)=(X; =0NXs =0
& = )=[(Xi=1nX=0u(X; =0"X; =1)]
(& = :2):[(,‘(—1='::"'\XQ='::|H_.[X_1=’|'\YE=I]l_l(.\']=|:"'1 X ='Z\_']
(&2 = P=[(Xi=1NnXz=2)u(X) =2NnX;=1)]
& = =XK1 =2nX:=2)]
On a alors ¢
; ; ; ; 25
PlYa = 0)=P(X: =0NX;=0)=P(X; =0).P[X; =0) = é

(X5 et X sont des var mdépendantes)

1=Pl[X1=1NXo=0]U(X; =01 X3=1)]

= PX1=1NXy=0=—PX;=0NnXys=1) (&vénements incompatibles)
= PX;=1)P(Xa=0) | P(X =0)P(Xa=1)

(X; et X, sont des var indépendantes)

a0

144

P(¥s

PlYo = 2)=PlX;i=2N0X=00K=1NX=1U[X; =0NXy ="
= PX;=2nX;=0+PXi=1nXa=)+PX.-=0nX;=2)
(événements incompatibles)
= PX =2 P(Xe=0)+P(X, =1)P(Xy=1)— P(X, =0).P{X;=2)
45

144
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_ 0
T 144’

2
=<
[

3) =}"[|:,‘(| =1NXe=2)U({X =2NX:= 1:}]:---

4
) =Pl(X;=2MXy=2)] = —.

P 144

On peut tfsumer ces risuliabs dans Te tablean smvant, ©

i ] 1 2 o 4
P(Y; =1) | 25/144 | 50144 | 45,144 | 20/144 | 4144

5. {a) Ona 54() — {0,1,2,3,4,5,6} (méme argumentaire qu'a la question 4.

{h) Voici le tablean tant attendu.

PSS T TeT T et 1 yoi 1 ei | o
i=0 125/1728 0 0
i=1 125/1728 | 250/1728 0 0
i=2 50/1728 | 250/1728 | 225/1798 0 0
i=3 (0} 100/1728 | 925/1728 | 100/1728 0
= —0— LA T ooivas | 2158
i-5 0 0 10/1728 | 20/1728
=10 0 n 0 n R/17T28

Justification du caleul de P (S =0r 8, =0).
P(S = 0r&=0)=D"(5=0).l5.-0(5=0)

5 25 125

127144 — 1728

=1
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= PS:=0)PXa=0=
En effet, la probabilite Frg,—q,(5z = 0] correspond & Ta probabilité de oavoir marqué anean poinl, i

I"issue des trols premiéres parties sachant gque U'on a marqué aneun point durant les denx premiéres
parties, clesi-d-dire de n’avoir margué ancnn point an eowrs de la beoisieme partie.

(=) En utilisant le systéme complet Q'tvenmnents (S = -':'-'."ns:.jat-l cona pour bouk g £ {0, B} -
}""131 =j] = 1){33 =jﬁi;}~2 =U]  p .P(S;; =j|‘r.5'2 = 4)

Par conséquent, le tableau précédent nous fournit la table de loi de &y ei-dessous :

Fi i] 1 3 3
P(53 — j) | 125/1728 | 375/1728 | 526/1728 | 425/1726
I 1 5 6
P8y =3) | 210/1728 | 6D/1728 = 8/1728

6. (a) Le nombre de points obtenus 4 l'issue de n parties est simplement la somie des points aecmmnlés &
chaque partie donc
S =X b b X

Par linéarité de l'sspérance, on a

E(S,)=FR(X{ )+ F(Xa)+ -+ F[X,)= -+

(B) Un calenl direct nons donne :
an 40

NS nz —=13.3enx 14
4 - 3

done en meoyenne le nombre minimm de parties pour obtenir plus de 10 points est 14,

E(Y,) z10&
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