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Epreuve de MATHEMATIQUES
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Avertissement :
Il sera tenu compte dans 1'appréciation des copies de la concision et de la

précision de la rédaction. On pourra admettre les résultats d'une question pour

traiter les suivantes.
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Exercice 1

On considére l'intégrale généralisée f i S::I—Tdi, oll ¢ est un réel strictement positif,
1 0 :
1) Etudier la convergence de cette intégrale pour les valeurs de o appartenant & l'intervalle
11, +eal,
2) Prouver la convergence de I'integrale lorsque I'on a @ €]0,1] (on pourra utiliser une
intégration par parties pour I'étude au voisinage de 1'infini).
3) Etablir, pour n € IN*, 'encadrement
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(Qu'en déduit-on sur la convergence de l'intégrale f it?
o
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1) Soit z € [0, +00[. Prouver la convergence de 'intégrale f exp {—xt}%u’t. On note
0

F(x} la valeur de cette intégrale. Dans la suite, on envisagera F(z) comme la somme de
la série de terme général

(ntl}r sin ¢
tin(z) = f mp(—n]—-ti-m.
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2) a) Soit a €0, +oc|. Btudier la convegence normale de la série Y u, sur l'intervalle
n=0
[a, 400
400
b) Etudier la convegence normale de la série Z Uy, sur l'intervalle |0, +oc].
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3) a) Pour n € IN" et r €]0, +oc|, établir 'indgalité | > wue(z)| < |ua(z)|.

k=n+1
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b) Montrer que la série de fonctions )  u, converge uniformément sur [0, +o0.
n=0
¢} Enoncer précisément un théoréme prouvant la continuité de F sur [0, +o0[ et mon-

trer que l'on &
lim F(z) =0.

]

4) Démontrer que F est dérivable sur |0, +oc], et donner une expression simple de F” sur
cet intervalle.

5) Déduire des résultats précédents une expression de F(x) et la valeur de lintégrale
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Exercice 2

Soit E' un espace vectoriel sur €. On note id l'application identique de E. Pour tout
endomorphisme f de E, on note f' = id et pour tout k € IN, f*1 = fko f.
Soit p un entier strictement positif. On dit que f est cyelique d’ordre p &'il existe un
élément 2y de E vérifiant les trois conditions : -

(2} f*(z0) = z0,
(#2) la famille (2, f(zo), ..., f*~ (z0)) est génératrice de E.
(##1) f*(xo) est distinct de zp pour tout k € [1,p[NIN.

La famille (g, f(xo), ..., fP~'(xq)) est alors appelée un cycle de f.

I) Dans cette partie, E est de dimension 3, et B = (e, e5, ) est une base de E.
On considére I'endomorphisme f de E défini par :

Fle) =er+ea— 2 ; flea) =200+ 05— 263 ; fleg) = 2e) + 2e, — 3ey

1) Vérifier que (e, f(e1), f*(e1)) est une base de E et donner la matrice de f relativement
a cette base.

2) Montrer que f est eyclique d’ordre 4 et que (e flea)s f2(er), Fle1)) est un cyele de f.
3) Caleuler f* et déduire sans caleul supplémentaire que f est diagonalisable.

4) Déterminer une base de E formée de vecteurs propres de f.

IT) Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur € de dimension n. et on considére un
endomorphisme f de E cyclique d'ordre p. Soit (zg, f(y), .. ., P Yzy)) un eycle de f.
1) Montrer que n < p,
2) Montrer que f* = id et déduire que f est bijective.
3) On note m le plus grand des entiers k tels que (z, f(zy). ..., 5 zp)) est libre.
a) Montrer que ¥k € IN, f*[i;) est combinaison linéaire de Z0; FEZo)sown f g )
b) En déduire que m = n et que la famille (zy, f(zp),..., /"' (zo)) est une base de E.
4) On note ay, ay, ..., 4, les nombres complexes tels que

f™(@0) = oazo + ayflzg) +... + ﬂn—lfﬂ_l[In}

a) Montrer que f™ = aqid + af+... +ega ™t

b) Déterminer la matrice de f relativement & la base (x, f(z), ... L F o).

¢) Montrer que YA €€, rg(f — Xid) > n— 1.
En déduire les dimensions des sous espaces propres de f.
5) On suppase que f est cyclique d'ordre n et on considére (zq, f(zg), ..., f*~{zy)) un
cycle de f.

a) Montrer que si A est une valeur propre de f alors A" = 1.

b) Déterminer la matrice de f relativement & la base (zo, Flza)s .-, F* ).

¢) Montrer que f est diagonalisable et donner une base de E formée de vecteurs
propres de f.
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