Cours produit scalaire avec Exercices avec solutions
Tronc CS

PROF : ATMANI NAJIB

PRODUIT SCALAIRE

Présentation globale

I) Le produit scalaire de deux vecteurs

1. Produit scalaire et norme

I11. Produit scalaire et orthogonalité

V) APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

1) Le produit scalaire de deux vecteurs

1) Définitions

DéfinitionZ : Soit U et v deux vecteurs du plan. Et soient
A ; B et C trois points du plan tel que :

U=AB etv=AC

On appelle produit scalaire de u par \7, noté l]\? le nombre
réel définit par :

Siu=0 ouv=0alors uv=0
Si u=0 et v=0 alors soit H le projeté orthogonal de C
sur la droite (AB) alors :

G.G:E.E:mxﬁ cad
uv=ABAC=AHxAB si AB et AH ont le méme sens
uv=AB.AC =—AH x AB si AB et AH ont un sens contraire

Remarque :

soient A ; B ; Cet D quatre points du plan
ABCD=AB'xCD=ABxC'D’' avec: A" ; B’ les
projections orthogonales respectifsde A ; B

sur la droite (CD).

Et C' ; D' les projections orthogonales respectifs de C

et D sur la droite (AB)

Application : Soit ABC un triangle rectangle et isocéle en
A etdirectet AB=2cm

Calculer AB.AC et BABC et BACB
Réponse :

Ona AB.AC = ABx AA car :

A est le projeté orthogonales de A

sur (AB) etB est le projeté

orthogonales de B sur (AB)

C

et A est le projeté orthogonales de C sur (AB)

donc AB.AC = ABx AA= ABx0=0
de méme Ona BABC = BAxBA=2x2=4
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de méme Ona BACB =—BAx AB=-2x2=—4
Définition2:Soit un vecteur U et deux points A et B tels
que U =AB.

La norme du vecteur U, notée Hu‘ c’est la distance AB.

Définition3 : Soit U et v deux vecteurs du plan.

On appelle produit scalaire de u par vV, noté U.v , le nombre
réel définit par :

a)ﬁ.\7 =0, si I'un des deux vecteurs l] et v est nul

b) UV = Hl]”x H\?Hx cos(ﬁ ; \7) , dans le cas contraire.

uv selit"u scalaire v*.

Remarque :Si AB et AC sont deux représentants des
vecteurs non nuls U et v alors :

uv=AB.AC = HEH x HEH x cos BAC

Exemple : Soit un triangle équilatéral ABC de coté a.
AB.AC =| AB| x| AC| x cos BAC

2

1 a

2 2

Attention : Le produit scalaire de deux vecteurs est un
nombre réel. Ecrire par exemple u.v =0 est une maladresse
a éviter !

2) propriétés :

Propriétél : Pour tout vecteur U et v,ona: uv=Vv.u
Démonstration :

T 2
:axaxcosgza X

On suppose que U et v sont non nuls (démonstration
evidente dans la cas contraire).

uyv = HGHX H\?Hx cos(ﬁ : \7)

<o 25) - il «cos(-(23)
= H\?H x HGH x cos(\7 : G) —vu

Propriété2 : Pour tous vecteurs u , Vet Vv, ona:

) G(Vew)=tveiw 2 0(kv)=kiv

Avec k un nombre réel.

- Admis -
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Propriété3 : Pour tous vecteurs Uetv,ona:
- =2 =2 - =2 -2 —-- =2
1) (u+v) =U +2uV+Vv  2) (u—v) =U —2UuV+V

a)
b)

-2 =2

3) (ﬂ+\7)(ﬁ—\7)=u —v
Démonstration : pour le 2) :
(i3] ~(i-9)(d-3)

—2 —-— =2
=U —2uV+V

I1. Produit scalaire et norme
Soit un vecteur u,ona:

=uu-uv-vu+vyv

uu = Hﬁ”x”ﬁ”xcos(ﬁ ; l]) = HGHZ x €050 = HGHZ

=[]

Propriétél : Soit U et v deux vecteurs. Ona:

. 2 2 - -2 - S~ L2 =2 -2
e R T e (T
Démonstration : de la premiére formule :

-~ 2
Ju=v =
=[] -t v
S+ )
Propriété2 : Soit A, B et C trois points du plan.
Ona:AB.AC :%(ABZ +AC’-BC?)

—- — — -2 - —

2 - -
Et uu=uU onaainsi: U =U.U

-~ =\2 =2
u—v) =Uu —2uV+V

- =2

donc u.v =

Démonstration :

- — 2 — 2 _ —_2

AB.AC=§(HABH +HACH —HAB—ACH )

E.E=1(ABZ+A02—H@“Z)zl(AB%AcZ—BCZ)
2 2

Exemple : ) Soit CFG un triangle tel que CF =7 et
CG=6¢e FG=3

Calculer : @ﬁf

i |

e ——
.....

Solution :

@.ﬁi(CGHCFz_GFZ):l
2

2(62+72—32)=38

I11. Produit scalaire et orthogonalité
1) Vecteurs orthogonaux

Propriété : Les vecteurs U et v sont orthogonaux si et

seulement si uv=0.

Démonstration : Si l'un des vecteurs est nul, la
démonstration est évidente.

Supposons le contraire.

uv=0 <:>HGH><H\7H><COS(G ;\7):0 @COS(G;Q):O

< Les vecteurs U et v sont orthogonaux
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Application : 1) Soit ABC un triangle tel que AB=7 et
AC=5¢et BC=6

Calculer BAAC eten déduire AB.AC

Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite ( AB)

Calculer AH

2) sachant que HGH =4 et H\?H =2 et ﬁ.\?z—%

u

e

a)Calculer : A= (2(] —3\7).(ﬁ+2\7) et B :L

C :(G—G)Z et D :(21]+3\7)2
b)en déduire E =HG —GH et F =H26 +3\7H
Réponse : 1) Calcule de BAAC

———— Alax =P Is<? =P
onaBAAC - 1| BA+ Ac] -84 - [ac]
BAAC - 1(| 8| - [eA| - ac)

_E 2 2 2:1 2_ 72 _p2\_ _
_Z(BC AB Ac) 2(6 7 5) 19

donc : BAAC =19

donc :0na AB.AC =—-BAAC =19
a) Calculede AH

AB.AC 19
AB 7
D) a) A= (26—3\7).(G+ 2\7) = 20U + AUV — 3UV — BV.V

Ona AB.AC = ABx AH donc: AH =

A=(26—3\7).(G+2\7)=2G.G+4G.\7—36.\7—6\7.\7
S 1
A=2U +uv-6v =2.Hu” +u.v—6HvH :2X42+§_6X22

A=32+1—24=E
2 2

i V(- V) 1~ 1-- - 1--
B=|——V||U+=|==UU+=UV—-UV—=VV
(49} g - B B2

2
oL Bt - (2] 4oz
2 4 2 2 4 2) 2
B :8+§—2:%

C :(G—Q)Z :ﬁz -2UvV+V =

-~ =2

1

2j+22

C=16+1+4=21
—- —-\2 -2 - = -2 —-112 - - -2
D=(2u+3v) — 40 +12UV +9v =4HuH +12u.v+9”v”

i -2 -2

D=4x42+12(—%j+9x22 —64—6+36=94

b) (ﬁ —\7)2 =21 donc Hﬁ —\7”2 =94 donc Hﬁ —\7” = \/ﬁ

2




(Zﬁ +3\7)2 =94 donc HZG +3\7H2 =94 donc
Hzﬁ +3\7H =

2) Projection orthogonale

Définition : Soit une droite d et un point M du plan.

Le projeté orthogonal du point M sur la droite d est le point
d'intersection H de la droite d avec la perpendiculaire a d
passant par M.

Propriété : Soit U et v deux vecteurs non nuls du plan tels
que u=0A et v=0B.
Hestle projeté orthogonal du point B sur la droite (OA).

_— —_—

Ona: uv=0AOB =0OAOH

0

Démonstration :
OAOE = OA.(OH + HB) = OAOH + OAHE = OAOH

En effet, les vecteurs OA et HB sont orthogonaux donc
OAHB=0.
Exemple : Soit un carré ABCD de cOté c.

AB.AC = AB.AB = HABH =2

V). APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE
1)LES RELATIONS METRIQUES DANS LE
TRIANGLE RECTANGLE

Le triangle ABC ci- dessous est rectangle en A et [AH] la
hauteur.

B H [o

Théoreme :_Théoréme de Pythagore

si ABC est rectangle en A alors BC2 = AB2 + AC2(i.e. le
carré de I'nypoténuse est la somme des carrés des 2 autres
cOtés)

Démonstration :

BC? =BC =(BA+AC) =BA’+2BAAC+AC’

ABC est rectangle en A donc BAAC =0
Donc BC? = AB® + AC?
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AUTRE RESULTATS :

BA?=BH xBC ET CA?*=CHxBC ET

AH? =HBxHC ET ABxAC=AHxBC
IApplication : Soit ABC un triangle rectangle enA etH
est le projeté orthogonal du

point A sur la droite (BC)

et AH =2cm et ABC =%

Calculer ABet BH et BC B m

Réponse :
8)On a ABH un triangle rectangle en H
donc: sin(ABC)= AR
Donc: pg__ AH 2 :izzxi:fﬁ
sin( ABC) sin[”j V3 B3
3
b)On a AB? = AH? + HB? car ABH un triangle rectangle
en H

2
Donc: AB? — AH? = HB? Donc: (%\@) — 22 = HR?

Donc: %—22 = HB? Donc: HB? _4
4 2
= |—=— 3
f3-5
2
c)On aBA’ = BA

BH xBC Donc: BC =
BH

2 2
54 59
Donc: BC = 32 - 32 -3
3

=3 =3

3 V3 3 V3
2) Théoréme d'Al Kashi
'Théoréme : Dans un triangle ABC, on a avec les notations

de la figure : BC* = AB? + AC*—2ABx AC cos A

Démonstration : AB.AC = AB x AC x cos A
et AB.AC :E(ABZ +AC?— BCZ):l(bz +c? —az)
2 2

donc :%(ABZ +AC2—BC2)= AB x AC x cos A

soit : BC? = AB® + AC*—2ABx AC cos A
Remarque : si ABC un triangle quelconque on a:

BC?=AB%*+AC2-2ABx AC cos(ﬁ;ﬁ)

AB2 = BC2+ AC2—2BC x AC cos(&&;ﬁ)

1w




AC? = AB” + BC” — 2AB x BC cos( BA; BC)
Application : Soit ABC un triangle tel que et AB =5 et

2
AC =8 et A:ér Calculer BC et cosC
Réponse :
a) D’apres le Théoreme d'Al Kashion a:
BC? = AB”>+ AC* -2ABx AC cos A

BC? =5° + 82 —2><5><8cos%” donc

BC?=25+64+40=129 donc BC =+/129
b) D’apres le Théoréme d'Al Kashi on a:

AB? = AC?+BC? —2CAxCBcosC donc

2CAxCBcosC = AC? + BC? — AB?

AC? +BC? - AB?
2CAxCB

64+129-25 168 21\/129

2x8x+/129 16\/12 258

Exercice : Soit EFG un triangle tel que et EF =7
et EG=5 et FEG =%

donc

donc cosC =

cosC =

Calculer FG et cos EGF
3) Théoréme de la médiane
Propriété : Soit deux points A et B et I le milieu du
segment [AB].

Pour tout point M, on a:
AB?

MA’ + MB? = 2MI1° +

Démonstration :
2 2 ~an~l? 2 2 2
MAZ + MB :”MA” +||MB|| — MA® + MB

— (MT + TR +(MT +1B)°

2 - . R [ —2 —_—2
— 2MI +2|\/||.(|A+ |B)+ IA° + 1B

2 2
e 1-——
= 2MlI +2MI.O+[EABJ +[EAB)

Exemple : Soit ABCun
triangle tel que : BC =5 ;
AC=7Et AB=8 etKle
milieu du segment [AB].
On souhaite calculer CK .
D'apres le théoréme de la
médiane, on a :
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—MI 4+ 2MIIA+IA  +MI- +2MI.IB+ IB-

2

CA? + CB? =2CK? + AB , donc :

2 2
CK2:%[0A2+CBZ—A§ J_l[ +5%— 82} 21

2
Donc : CK:x/Z—l.

4) Surface d’un triangle et formule de sinus
Propriétés :
Dans un triangle ABC

Ona:
1 . 1 . 1 .
1)s =EabsmC =§acsm B =Ebcsm A avec S Surface

du triangle ABC
2)sinA_sin B sinC _2xS

a b c abc
Applicationl; Soit EFGH un parallélogramme tel que
et EF =3 et EH =5 et FEH :37”

Calculer la Surface du triangle EFH et la Surface du
parallélogramme EFGH
Réponse : a)

=EEF><EH sinE =13x5sin3—”=§sin 7[—1
2 2 4 2 4

(formule de sinus)

SEFH

15J_ 15[

S =
EFH 2

15
b) Seren = 2% Sepy _ZX_\/__ \/_

Application2: Soit ABC
un triangle tel que :

a=BC=6¢et A=30° et
B=73°
Calculer b et C

Réponse
D'aprés la formule de sinuson a :

sinA_sinB sinC  2xS

a b ¢ abc
sin A S|n30° 1 sin73° 1
—_— donc =— donc
a 6 12 b 12
b=12sin73°=11.47
sin77° 1

=— donc ¢c=12sin77°=11.69
C 12

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices
Que I’on devient un mathématicien

I






