Cours avec Exercices

Avec solutions
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TRIGONOMETRIE2

Lecon : TRIGONOMETRIE2
Présentation globale

Lecon : les équations et inéquations trigonométriques

I) les équations trigonométriques élémentaires
I1) les inéquations trigonométriques élémentaires.

) Les équations trigonomeétriques
éléementaires

1) Equation: _CoOsx=a

Propriété : Soit a un nombre réel.

Si a>1ou a<-1 alors I'équation COSX =a
n’admet pas de solution dans R etona: S=J.

Si a=-1 alors on a I'équation COSX=-1

On sait que : COS 7z =—1donc tous les réels de la
forme : 77+ 2Kz avec k un nombre relatif sont solution
de I'équation dans R etona: S={z+2kz/keZ} .

Si a=1 alors on a I'’équation COSX=1 :

On sait que : €0S0=1donc tous les réels de la

forme : 0+ 2K avec k un nombre relatif sont solution
de I'équation dans R etona: S={2kz/keZ} .

Si —1< a<1réels alors on a I'équation COSX =a

Et on sait qu'il existe un unique réels : @ dans |0; 7]
tel que COSX =COS et alorson a :
S={a+2kr;—a+2kzlkeZ} .

Exemple : Résoudre dans R les équations suivantes :

2

1 2 1
a) CoSX=— b) cosx=—= C)COS" X =—
) 2 ) 2 ) 2

. 2 .
Correction: a) cosx=§ ssi cosx=cos%

Donc les solutions de I'équation dans R sont :

S, ={Z+2kn;—f+2k7z/k ez}
4 4

1 . T .
COSXZ—E SSI COSXZ-COSE SSI

COSX = COS[?Z’ —%j SSi cosx = cos(%’j

Donc les solutions de I'équation dans R sont :

S :{2?7[+2k7l';—2§+2k7[/k62}
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C) cos? x=%(:>cos2 x—%=0<:>(cosx—g][cosx+%]=o

2

2 T 3z
< C0SX = — 0U ¢osx =-— <> C0SX=C0S— OU cosx = cos—
2 2 4 4
Ainsi :
S, = z+2kzr;—z+2k;r;3—7[+2k;r;—3—7[+2k71 aveck eZ
-4 4 4 4
2)Equation: SinXx=a

Propriété : Soit a un
nombre réel.

si a>lou a<-1
alors I'équation SINX=a
n‘admet pas de solution
dans R etona: S, =&

Si a=-1 alors on a I'équation SIN X =—1 On sait

que : sin(—%j:—l donc les solution dans R de

Péquation sont : s_ :{_%+2k7zlk € Z} .

Si @a=1 alors on a I'équation :sinx=1 On sait
- 7[ 72'

que : SIN 5 =ldoncona: s, :{E+2k7z/keZ} :

Si —1<a<1réels alors on a 'équation SINX=a :
Et on sait qu'il existe un unique réels : @ dans

}_% : %} tel que SINX=SIN et alors on a:
Sp ={a+2kmr—a+2knlkeZ} .
Exemple : Résoudre dans R les équations
suivantes :

) 3 . 1 I 1
a =2 b) sinx=—— c)sin“ X=—
) sinx > ) 5 ) >

. . . . T
Correction: a) sinxzﬁ ssi sinx=sin—
2

=




Donc les solutions de I'équation dans R sont :

S]R:{Z+2k7r;7r—z+2k7r/keZ}
3 3
SR={£+2k7r;2—”+2k7z/keZ}
3 3
. 1 . T N
b) sin X =——ssi sin X =—sin— ssi smx:s.n(__)
2 6 6

P . . v
L'équation a pour solution 5 + 2k et

ﬂ—(—%j+2kﬂ:%z+2k7r ou keZ

Donc les solutions de I'équation dans R sont :

S, ={—f+2kﬁ;7—”+2kﬁ/k ez}
6 6

C) sin? x:l@sin2 X—EZOQ(S"’I x—ﬁj[sinHﬂj:O
2 2 2 2

. 2 . 2 . .
&sinx=— ou smx:—£<:>smx:smz OU sinx =sin| -~
2 2 4 4

Ainsi: g :{%+2k7r;—%+2k7z;57”+2k7r;37”+2k7r }aveckeZ

Exercicel :Résoudre dans ]—ﬂ, 7[] I'équation :

Ve

COS2X = —
2

/]
N

abscisses

Solution : Etape 1 : utiliser
le cercle trigonométrique
™ et/ou le tableau de valeurs
\6 remarquables afin de
retrouver une valeur dont le

cosinus vaut 7

A=
[ =

Le cosinus se lit sur I'axe des

. 3 , T
on peut dire que 7 est le cosinus de g par exemple.

Etape 2 : Utiliser ce résultat pour écrire I'équation proposée
sous la forme " cos U/ = cos V' "

3 ) T
cost:g SSi  COS2X =C0S—
On applique alors la propriété
T T
Doncona : 2x=E+2k7r ou 2x=—€+2k'7r

Je divise par 2 chaque membre de chaque égalité, j'obtiens
T

r=—+krouzs=——+k'm avec k et k' dans
12 12
x=£+k7z ou x=—£+k'7r
12 12
e Etape3

Mais il ne va falloir garder que les valeurs de :r dans
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I'intervalle imposé c'est a dire dans ]—ﬂ, 7[]

on a deux méthodes soit encadrement ou on donnant des
valeurs a k
Pour la premiere série de valeurs

T
: X=-—+kx aveck dans z
12
Prenons par exemple la valeur k = —2 et remplacons :

. T , .
on obtient X = E_ 27 ; cette valeur n'appartient pas

a ]—7[, 7[] ; il est donc évident que des valeurs

de k inférieures a -2 ne conviendront pas non plus.

: T
Par contre, si je choisisk = —1 : on obtient X = E_;z :

cette valeur appartient a ]—7[, 7[] .

Il s'agit donc de trouver toutes les valeurs de k telles que
les solutions trouvées appartiennent bien a l'intervalle
imposé, en appliquant cette démarche de maniére
systématique.

4 11r . .
pour k=—1 x =X _ 7z =_==" convient car appartient
% 12 12
a ]—7[,7[]
pour k=0 X, = o convient car appartient a ]—72', 72']

_ T 137 .
pour K=1 x=2"_4 7 === ne convient pas car
12 12

n'appartient pas a ]—72', 72']

Il est inutile de poursuivre pour la premiere série de valeur
(car si pourk = 1, la valeur trouvée n'appartient plus a
I'intervalle, il en sera de méme a fortiori pour des valeurs
supérieures de k)

Faisons de méme pour la deuxieme série de valeurs

x=—"4+K'z aveck’ dansz
12

' T T .

pour K'=—1 X=-—-——77=——— ne convient pas car
12 12

n'appartient pas a ]—72', 72']

' T . .
pour K'=0 X, =_E convient car appartient
a ]—7[,7[]

, 4 11x _
pour k'=1 X=-—-—+ 77 ==—— convient pas car

12 12

appartient a ]—7[,7[]
' T .
pour K'=2 X=_E+ 27 ne convient pas car

n'appartient pas a ]—72', 72']
Donc L'ensemble solution de I'équation dans ]—71,7[] est
T 117[}

127 12’12 12

N




3) Equation : _tanx=a
Propriété : Soit a un nombre réel.
L’équation tan X =a est définie dans R ssi

XxeR —{%+ kﬂ'} avec k un nombre relatif
4
Donc D :R—{E+kﬂ;k eZ}

Dans D il existe un unique réel : & dans }—%g[

tel que tan X =tana et alors on a :
Sp ={a+knlkeZ} .

Exercice2 :1) Résoudre dans R I'équations suivantes
4tanx+4=0

5 . .
2) Résoudre dans [—% ; %}I'équaﬂons suivantes :

2\[2sinx+2=0
Correction: 1) on a 4tanX+4 =0 est définie dans R

ssi Xe R —{%+ kﬂ} avec k un nombre relatif Donc
D:R—{%+k7r;keZ}
Atanx+4=0 ssi tanx=-1 ssi tanx=—tan%

ssi tan X =tan (—zj
4

Donc les solutions de I'équation dans R sont :

S. ={—%+kﬂ/kez}

N

2) 22sinx+2=0 ssi sinx:—T SSi sinx:—sin%
L'équation a pour solution i okx

et ﬁ—(—%j+2kﬂ'=57”+2k7r ou keZ

T
e Encadrementde—2+2kz : _ZF<_ % okzr<>F
4 2 4 2
et K eZ
Donc ~ 1< 1 ok<® Donc _1,1_,.5.1
27 4 2 2" 4 2" 4

Donc _%gkg% Donc —-0,12<k <137 et k €Z
Donc k=0 ou k=1

pa T
Pour k=0 on trouve xl:—z+2><07z:——

Pour k=1 on trouve X, :—%+2x17r:77”
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e Encadrement de5—ﬁ+2k7z : —ZSS—”+2kﬂs5—ﬂ
4 2 2

et K eZ
Donc —1£§+2k£E Donc —l—§£2k£§—E
2 4 2 2 4 2 4

Donc —ggkgg Donc -0,8<k<0,6 et K eZ
Donc k=0

Pour k=0 on trouve X, =57ﬁ+2x07r=577[

Donc S = _£;7_7[;5_7[
4 4 4
Exercice3 :1) Résoudre dans R I'équations
: T
suivantes : €C0S2X = cos(x —gj

2) Résoudre dans [0; 7] I'équations suivantes :

(a5l

3) Résoudre dans }% : %[ I'équations suivantes :

tan(2x-1j=1
5

Correction: 1) on a c052x:cos(x—£j SSi

T T
2X=X——+ 2Kz ou 2x=—(x——j+2k7z

3 3
Ssi 2x—x=—%+2k7z ou 2x+x=%+2k7z Ssi

x=—2 4 2kr ou x:£+2k—ﬂ et K eZ
3 9 3

S ={—£+2kﬂ;ﬁ+2k—”/k ez}
3 9 3

i

2)on a sm(Zx——):sm[——xj SSi
3 4

2x—£=£—x+2k7r ou 2X—£=7r—£+x+2k7r
3 4 3 4

ssi 3x=£+£+2k7r ou x=7z—z+z+2k7r
4 3 4 3

Doncx=7—ﬂ+2k—” ou x:13—ﬁ+2k7r
36 3 12
e Encadrement de7—ﬂ+2k—ﬂ : 057—ﬂ+2k—ﬂ377 etk €eZ
36 3 B 3

DoncO£l+&£l Donc—l£k£§ Donc
36 3 24

—0,29<k<12et K eZ
Donc k=0 ou k=1

1w




Pour k=0 on trouve X :7_”
36

Pour k =1 on trouve X, :7—” z_ﬂzﬁ
36 3 36

e Encadrement de x = 113—2” + 2k

137

Donc 0£E+2k <1 Donc —EskS—i Donc
12 24 24

—0,54<k<0,04 et K €Z
Donc k n'existe pas
Tr 3lx

e Donc S, =¢—;—
(0] {36 36}

s
3)ona tan(ZX—gJ =1 est définie ssi
2x—£¢£+k7r SSi 2X¢Z+£+k7r
5 2 5

SSi 2x¢7—ﬂ+k7z SSi x¢7—ﬂ+k—7r Donc
10 20 2

D=R- 7—7r+k—7r;keZ
20 2

or on sait que : fan (%) =1 Donc tan(ZX—%j =tan (%]

Donc 2x—£:£+k7r SSi 2x:£+£+k7z SSi
5 4 4 5

or . 97 krx
2X=—+kzr ssi X=—+—
20 40 2

kz

Encadrement de 9—7[+
40

2
_£S9_7r+k_7z££ et KeZ donc
2 40
—£§i+531 donc —§35<E
2 40 2 2 40 2 40
donc —QSESEd c —ﬁsk_—Donc
40 2 40 20
~1,45<k<0,55 et K €Z
Donc k=0 ou k=-1
Pour k=0 on trouve Xl:g_;;
40
Pour k =—1 on trouve X, 9z x_ e
40 2 40

Donc S:{—g;g—”
40 40
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II) Les inéquations trigonométriques
élémentaires

. . 1
suivante : sin x = >

Exemplel : Résoudre dans [0,27] l'inéquation

) 1 e . T
sinx>= ssi SINX =SIn—
2 6

donc S = [15—”} [
6 6

Exemple2 : Résoudre dans ]-z,r] linéquation

suivante : sinx g_%

. 1
sinx <—-—

2
SSi sinxgsin(—zj /
6 /

doncS:[—S—ﬁ;—Z} —
6 6

Exemple3:
Résoudre dans |-z, z] linéquation suivante :

N7

COSX = —
2

2 .
COSXZ7 SSI COS X >

w/4

donc S :[_%%}

[}

) 1 ®
sulvante : CoS X < E

172

-mi2

1 ) /4
COS X SE SS| COSX SCOSE

Exemple4 : Résoudre dans ‘_g,ﬂ| l'inéquation

/3

-3

I~




Exemple5 : Résoudre dans |-z, 7] les inéquations

suivantes : 1)COSX <0 2)sinx >0
Solution : on utilise le cercle trigopnométrique

e
H 2 2 1

2)S =[0,7z]

Exemple6 : Résoudre dans S =}%%{

l'inéquation suivante : tanx >1
Solution :

(43

Exemple7 : Résoudre dans [0; 27] INnéquation

2

suivante : sin x > —7

. 2 (T 2
On sait que : Sln(—%j:—£ et sm(_ﬂJ:_i

2 4 2

L'arc MM’ en rouge correspond a tous les points M (X)
tq X vérifie sinx > —g
Donc
sinle ssi sinx >sinZ

2 6
donc S = 0;5—7[ U 7—7[;277

417 |4

Exemple8 : Résoudre dans [-7 ; 7] Inéquation

suivante : 3tan X—\/g >0

NG

On a 3tanx—\/§20 ssi tanxz?

On sait tan % = V3
N sal ue : —_— =
q 6 2

Les arc MJ et M J'en rouge correspond a tous
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les points M (X) tq X vérifie 3tan x—3>0

Donc -

Exemple9 : Résoudre dans [0; 27] I'inéquation

suivante : tanx—-1>0

Ona tanx—-1>0 ssi tanx>1

_ V4
On sait que : tan 2 =1
Les arc MJ et M J'en rouge correspond a tous les points

M (x) tq X vérifie tanx—1>0
Donc

Exercice4 :1) a)Résoudre dans R I'équations
suivantes : 2sin®x—9sin x—5=0 et en déduire les
solutions dans [0; 2]

b) résoudre dans [0; 27] I'inéquation suivante :
2sin’ x—9sinx—-5<0

2)Résoudre dans [0; 7] lnéquation suivante :
(2cosx—1)(tanx+1)>0

Correction: 1) a)on pose t =sinx

2sin® x—9sinx—5<0 ssi 2t* -9t-5<0

On cherche les racines du trinéme 2t* —9t—5:
Calcul du discriminant : A= (-9) 2—4 x 2 x (-5) = 121

. 9-4121 1
Les racinessont: t, = %2 = 3 et
X

944121

L,

=5 Donc sinx:—1 et sinx=5
2x2 2

[&)]




Or on sait que —1<sinx <1 donc I'équation sinx =5
n‘admet pas de solutions dans R

] 1 . ] T i T
SinX=—=ssi sinx=sin] —= | ssi x=—=—4+2kxz ou
2 6 6

XZE—(—Z)+ZK7T
6

ssi x:—%+2k7r ou x:%+2k7r et K eZ
SR:{—%+2k7z';%r+2k7z/keZ}

e Encadrement de —% + 2k :

et K eZ

Donc Og—%+2k£2

0S—%+2k7[£27[

Donc is k SE Donc
12 12

0,08<k<102et K €Z

Donc k=1
Pour k =1 on remplace on trouve
6 6

e Encadrement de%[ +2kr :

et K eZ
Donc Os%+2k32

03%+2kﬂ'£2ﬂ'

Donc —1 <k< i Donc
12 12

_0,5<k<041et K €Z

Donc k=0 onremplace on trouve X, = %[
11z 77
e 5.,

1) b) 2sin®* x—9sinx—5<0 ssi
Z(Sin x+%)(sin x—5)<0
Oron sait que —1<sinx<1 donc—-1<sinx<1<5

Donc sinx—5<0
Puisque sinx—5<0 et 2>0 alors

Z(Sin x+%)(sin x—5)<0 ssi sin x+%20

o 1 . . V4
ssi SiInX>—— ssi sinXx>sin| ——
2 6

L'arc en rouge correspond a tous les points M (X)

e 1
tqg X Vérifie smx2—E
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(]S ()
6 6
donc S = [0;7—71 u{ﬁ; 272':|

6 6

2) linéquation (2cosx—1)(tanx+1)>0 est définie

dans [0; 7] ssi x¢%+k7r
Donc D:[O;ﬂ']—{z}
2
) 1 . T
2c0sX—1>0 ssi cosx=E Ssi cosxzcos§

tanx+1>0 ssi tanx>—1 ssi tan x> tan (37”)

[N

O,
N|| —
60— — —

N1 B
L+
=

I )

=] - 1} - - -

tane+ + + - +

(Zeose=1)tane+]) + - + E|| -

donc S=|0;— |U 1;3—7[
3 12 4

« C’est en forgeant que [’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s entrainant régulierement aux calculs et exercices
Que [’on devient un mathématicien

L

[o)]






