Tronc CS PROF : ATMANI NAJIB

TRIGONOMETRIE2

Lecon : les équations et inéquations trigonomeétriques
Présentation globale

) les équations trigonométriques élémentaires
II) les inégquations trigonométriques élémentaires

) les équations trigonomeétriques élémentaires
1) Equation: _COSX=a
Propriété: Soit a un nombre réel.
Si a>1ou a<-1 alors I'équation COSX =a n’admet pas de solution dans R eton a:
S=0.
Si a=-1 alors on a I'équation cosX=-1
On sait que : C0Sz =—1donc tous les réels de la forme : 7+ 2k avec k un nombre relatif
sont solution de I'équation dans R etona: S={r+2kz/keZ} .

Si a=1 alors on a I'’équation cosx=1 :
On sait que : cosO=1donc tous les réels de la forme : 0+ 2kz avec k un nombre relatif
sont solution de I'équation dans R etona: S={2kz/keZ} .

Si —1<a<1réels alors on a I'équation COSX=a
Et on sait gu’il existe un unique réels : o dans ]0 ; 7r] tel que COSX=COSc et alorson a :

S:{a+2k7z;—a+2k7z/keZ} )

Exemple : Résoudre dans R les équations suivantes :

2

1
a) CoSX=— b) Cosx = —+ c)cos’x ==
2 2 2
. 2 . T
Correction: a) cosx=7 ssi cosx=cosZ
Donc les solutions de I'équation dans R sont: S, = {%+2kﬂ';—%+2kﬂ'/k € Z}

1 . T ) Vs ) 27
b) cosx:—E ssi cosx:—cosg SSI  COS X =CO0S 7[—§ SSI COS X =CO0S ?

Donc les solutions de I'équation dans R sont: S, = {2{+2kﬂ';—2§+2kﬂ'/k € Z}

c)

cos’ x=%<:>cos2 X—%ZOQ{COSX—g](COSX-Fg]:O

2 2 T 3
<:>COSX=7 ou COSX=—7 @COSXZCOSZ ou COSXZCOST

Ainsi: S, :{%+2kn;—%+2kn;377[+2k7r;—37ﬂ+2k7z} aveck e Z
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1) Equation: Sinx=a

Propriété: Soit a un nombre réel. sina
Si a>1ou a<-1 alors I'équation SinXx=a
n'admet pas de solutiondans R etona: S, =9. P

Si a=-1 alors on a I'équation SIn X =—1 On sait 1 que :

sin(—%) =-1donc les solution dans R de

I'équation sont : S, ={—%+ 2k ke Z} .

Si a=1 alors on a I'équation :SiINX=1 On sait que :
. (r ju

sin ) =ldoncona: S, Z{E+2kﬂ'/k EZ} :

Si —1<a<1réels alors on a I'’équation SinX=a :

Et on sait gqu’il existe un unique réels : o dans }—% ; %} tel que SINX =SiN et alors on
a: S, :{a+2k7r;7r—a+2k7r/k eZ} .
Exemple : Résoudre dans R les équations suivantes :

a) sinx:—3 b) sinx = — = c)sinzx:l
2 2 2

Ve

Correction: a) sinx:7 ssi sinx:sin%
Donc les solutions de I'équation dans R sont: S, Z{%+2kﬂ';ﬂ'—%+2kﬂ'/ ke Z}
S, :{Z+2k7z;2—ﬂ+2k7r/k ez}
-3 3
b) sinx=-= Ssi sinx=-sin— ssi sinx=sin| ——
2 6 ( 6}
L'équation a pour solution —%+2k7r et n—(—%j+2kn:%+2k7r oukeZ

Donc les solutions de I'équation dans R sont: S, = {—%+2kﬂ';%+2kﬂ'/k € Z}

C)
sinzx:1<:>sin2x—1=0<:> sinx—ﬁ sinx+£ =0
2 2 2 2
. 2 . \/E . . . . T
& sinX=— ou sinx=—— < sinx=sin— ou sinx=sin| - =
2 2 4 4

Ainsi: S, :{%+2k7z;—%+2k72';57”+2k7z';37”+2k7r} avecke Z

EXERCICE
3

Résoudre dans |-, ]l'équation €0s2x = -

Etape 1 : utiliser le cercle trigonométrique et/ou le tableau de valeurs remarquables afin de
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retrouver une valeur dont le cosinus vau

NG
t —_
2
Le cosinus se lit sur I'axe des abscisses

. 3 . T
on peut dire que 7 est le cosinus de E par

exemple. 6
Etape 2 : Utiliser ce résultat pour écrire I'équation \
proposée sous la forme " cosl/ = cos V' " 0

Ne

CO0S2X =— SSi cost:cos% On applique

2
alors la propriété / Io)

Donc on a :2X=%+2k7r ou 2X:—%+2k'7z'

Je divise par 2 chaque membre de chaque égalité, j'obtiens :

T T
r=—+kronr=——+kmavec ket &' danz Z
12 12
x:£+k7z ou x:—£+k’7r
12 12
e Etape3

Mais il ne va falloir garder que les valeurs de :r dans l'intervalle imposé c'est a dire dans ]—7[, 7[]

on a deux méthodes soit encadrement ou on donnant des valeurs a k

Pour la premiére série de valeurs : X = E+ kz aveck dansZ

, Vs
Prenons par exemple la valeur k = —2 et remplacons : on obtient X = o 27 ; cette valeur

n'appartient pas a ]—7[, 72'] ; il est donc évident que des valeurs de & inférieures a -2 ne

conviendront pas non plus.
Par contre, si je choisisk = —1: on obtient X = E—ﬂ' ; cette valeur appartient a ]—7[, 72'] .

Il s'agit donc de trouver toutes les valeurs de k telles que les solutions trouvées appartiennent bien
a l'intervalle imposé, en appliquant cette démarche de maniere systématique.
V4

11z . . R
pour k=—1 X = TRRRET convient car appartient a |-z, ]

pour k=0 X, = T convient car appartient a |-z, 7]

1
pour k=1 x= %+7Z' = % ne convient pas car n'appartient pas a ]—72',72’]

Il est inutile de poursuivre pour la premiere série de valeur (car si pour k = 1, la valeur trouvée
n'appartient plus a l'intervalle, il en sera de méme a fortiori pour des valeurs supérieures de k)
Faisons de méme pour la deuxiéme série de valeurs

x=—2"4K'z aveck' dansz
12

1
pour k'=-1 x= —%—ﬂ' = —% ne convient pas car n'appartient pas a ]—7r, 72']

pour K'=0 X, = =T convient car appartient a |-z, 7|

, /4 11z . s
pour k'=1 X =———+ 7 =—— convient pas car appartient a |-7.7]
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' T . . . N
pour k'=2 x= _E+ 27 ne convient pas car n'appartient pas a ]—7[, 72']

Donc L'ensemble solution de I’équation dans |-z, 7] estdonc: S = —g;—l;ﬁ;ﬁ
12 12 12 12

3) Equation : _tanx=a

Propriété : Soit a un nombre réel.

L’équation tan X =a est définie dans R ssi x e R—{%+ k;r} avec k un nombre relatif
T
Donc D :R_{E+ kz:k EZ}

Dans D il existe un unique réel : & dans }—% ; %{ tel que tanX=tana et alorson a :

Sy ={a+krzlkeZ} .
EXERCICE
1) Résoudre dans R I'équations suivantes : 4tanx+4=0

2) Résoudre dans [—% ; 5?71 I'équations suivantes : 2\/§Sin X+2=0
Correction: 1) on a 4tan X+4 =0 est définie dans R ssi x e R—{%+ kﬂ'} avec k un

nombre relatif Donc D=R —{§+ krz:k e Z}

T
4tanXx+4=0 ssi tanXx=-1ssi tanx=—tan% ssi tanx:tan(—zj

Donc les solutions de I'équation dans R sont: S, = {—%+ kzlke Z}

J2

2) 225sinx+2=0 ssi sinx:—7 SSi sinx:—sin%

L'équation a pour solution —%+ 2kz et ﬂ—(—%]-ﬁ-Zkﬂ' = 57”+ 2kz ou keZ

. Encadrementde—£+2k7r: —ES—£+2k7z35—7Z et K eZ
4 2 4 2
Donc —is—l+2k £§ Donc —l+l£2kg§+l
2 4 2 2 4 2 4
1 11

Donc —gsksE Donc -0,12<k<137 et k €Z
Donc k=0 ou k=1

VA T
Pour k=0 on trouve x1:—Z+2><O7r:—Z

Pour k=1 ontrouve X, =—%+2x1ﬂ=77”

. Encadrementde%+2k7z: —%s%ﬂ+2kns%ﬂ et K eZ

Donc —1£§+2k£E Donc —E—ESZkSE—E
2 4 2 2 4 2 4
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Donc —%Skég Donc -0,8<k<0,6 et K eZ

Donc k=0
S5z 5z
Pour k=0 on trouve X, =—+2x07r=—
4 4
Donc S = _1;7_”;5_”}
4 4 4
EXERCICE

1) Résoudre dans R I'équations suivantes : cos2x = cos(x—%)
, , : _ : T (7
2) Résoudre dans [0; ]I'équations suivantes : sin (ZX—gj =sin (Z— x)
3) Résoudre dans }E ; E{ I'équations suivantes : tan(Zx—gJ =1
. T . T T
Correction: 1) on a cos2x = cos(x—g) Ssi 2x= X—§+2k7r ou 2x = —(x—§j+ 2k

Ssi 2x—x:—%+2k7r ou 2x+x:%+2k7z Ssi X=—%+2k7r ou x:%+2kT7Z et K eZ

Si :{—5+2k7z;1+2k—”/kez}
3 9 3

. Vd (7
2)ona Sln(ZX——j:SIn(——Xj ssi 2x-Z =2 _x42krz ou 2x-Z =7 -Z 4 x+2kx
3 4 3 4 3 4

SSi 3x:£+£+2k7r ou X=7Z'—£+£+2k72’
4 3 4 3

Doncx:7—7[+2k—7r ou X=13—7Z+2k71'
36 12

3
. Encadrementde;—g+2k—”' 0 77T+2k—”<7z et K eZ

3 36

DoncO§l+2—k§1 Donc—lsksgDonc —0,29<k<12et k €Z
36 3 24 36

Donc k=0 ou k=1

Pour k=0 on trouve X :7—7r
36
Pour k=1 on trouve X, :7—”+2—”:ﬁ
36 3 36

. Encadrementdex:%+2kn Oﬁjf—27[+2k7z'£7z' et K eZ

Donc 0£E+2k£1 Donc Bt Donc -0,54<k<0,04 et K eZ
12 24 24

Donc k n'existe pas

« Donc S[oﬁ]z{?ﬂ'&m}

36 36
T
3)ona tan[ZX—€J=1 est définie ssi 2x—%¢%+kn ssi 2x¢%+%+k7z

Tr krx }
20 2

Ssi 2x¢7—”+k7r SSi x¢7—”+k—” Donc D=R-—<{—+—keZ
10 20 2
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or on sait que : tan (%} =1 Donc tan(Zx—%j =tan (%j

Donc 2x—£:£+k7r Ssi 2x=£+£+k7z ssi 2x:9—”+k7r ssix:g—”+k—ﬂ
4 4 5 20 40 2
Encadrement de 9—7r+k—7r
40 2
—539—7z+k—7[£Z et K eZ donc —l£i+53l donc —ﬁskgﬂ
2 40 2 2 2 40 2 2 40 2 40
donc —QSKSEdonC —stsﬂ Donc -145<k<0,55et K €Z
40 2 40 20 0
Donc k=0 ou k=-1
97
Pour k=0 ontrouve X =-—
40
Pour k =—1 on trouve x2=9—”—£=—& Donc S= —&;9—”
40 2 40 40 40

) lesinéquations trigonométriques élémentaires

. o, : . . 1
Exemplel : Résoudre dans [0,2#[ I'inéquation suivante : sin ng

sinle ssi SinX ZsinZ / \
2 6

donc S :{2,5_”} ~ —
6 6

Exemple3:
Reésoudre dans |-, ] linéquation suivante :

. /4
COS X 2% \

2 ” | | |
COSX=>—— SS| COSX=>C0S—
2 4

T _—

S=|——,—
donc { 4 4}
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Exemple4 : Résoudre dans J_%,ﬁ} I'inéquation suivante : cosx g%

B

1 . T
COS X SE SSI COSX SCOSg

Donc S:}—E,—z}u[z,ﬂ}
27373 }

/3

172

) -3

j -2

Exemple5: Résoudre dans ]—7:7:] les inéquations suivantes : 1)C0SX <0 2) sinx >0

SRS

2)S =[0,7]

Exemple6 : Résoudre dans S :}—%%[ l'inéquation suivante : tanx >1

2

Exemple7 : Résoudre dans [0; 27| l'inéquation suivante : sin x > —

. 2 (7 2
On sait que : sm(—%):—g et Sln( ”] \/_

2
L'arc MM’ en rouge correspond a tous les points M ()

N7

tq X vérifie sinx>—7

Donc

) 1 . . T
sinx>—=— ssi SINX >SIN—
2 6

donc S = [0; 5—”[ U }7—7[ : 2;;}
4 4

Exemple8: Résoudre dans [-r; 7| l'inéquation suivante : 3tan Xx—/3>0

NG

On a 3tanx—\/§20 Ssi tanxz?

B

On sait que : tan i
it que : —=—
: 6 2
Les arc MJ et MJ'en rouge correspond a tous

les points M (X) tq X vérifie 3tan x—/3>0 Donc




Exemple9 : Résoudre dans [0; 2] l'inéquation suivante : tanx—1>0
Ona tanx—-1>0 ssi tanx>1

On sait que : tan%:l

Les arc MJ et MJ'en rouge correspond a tous les points
M (x) tq x vérifie tanx—1>0 Donc

T 57 3x
S=|——| | —;—
Rk

Activités : 1) a)Résoudre dans R I'équations suivantes : 2sin”>x-9sinx-5=0 et en
déduire les solutions dans [0; 2]

b) résoudre dans [0; 27] lnéquation suivante : 2sin* x—9sinx—5<0
2) Résoudre dans [0; 7] lnéquation suivante : (2cosx—1)(tanx+1)>0
Correction: 1) a)on pose t =sinx
2sin® x—9sinx—5<0 ssi 2t>*-9t-5<0
On cherche les racines du trindme 2t* -9t —5:
Calcul du discriminant : A= (-9) > — 4 x 2 x (-5) = 121

Les racines sont : t1:9_2 ‘1221 =—% ett, =9+2— ‘1221:5 Donc sinx=—% et sinx=5
X X

Or on sait que —1<sinx<1 donc I'équation sinx =5 n'admet pas de solutions dans R

sinx=—l Ssi sinx:sin(—zj Ssi X:—Z+2k7r ou x:n—(—£j+2k7z
2 6 6 6
ssi X=—%+2k7r ou x=%[+2k7z et K eZ
SR:{—£+2kﬂ;7—”+2kﬂ'/keZ}
6 6
e Encadrement de—%+2k7r : OS—%+2k7zS27r et K eZ

Donc 0<-Liok<2 Donc LB Donc 0,08<k<102et kK €Z
6 12 12
Donc k=1

11z
Pour k =1 on remplace on trouve X, = —%+ 2w =—

. Encadrementde%r+2k7r: Og%z+2k7r£27r et K eZ

DoncO£%+2k£2 Donc—égkééDonc —0,5<k<04let kK eZ

Donc k=0 onremplace on trouve X, = %[
1r Tx
oone 5. = |

1) b) 2sin® x—9sinx-5<0 ssi Z(Sin x+%}(sin x-5)<0

Or on sait que —1<sinx<1 donc-1<sinx<1<5 Donc sinx-5<0
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Puisque sinx-5<0 et 2>0 alors Z(Sin x+%)(sin x—5)<0 ssi sin x+%20

.. 1 .. . T
SSI SII’]XZ—E SSi S|nx25|n[—g

L'arc en rouge correspond a tous les points M (X)

tq X vérifie sinx>—=
2 0

1z ; 0
donc S = [0;7—”} u[l— ) 27[}
6 6

o)

2) linéquation (2cosx—1)(tan x+1)>0 est définie dans [0; 7] ssi x¢%+ kz

Donc D=[0; n]—{%}

. 1 ) T
2cosXx—1>0 ssi cosx:z SSi cosxzcosg

tanx+1>0 ssi tanx>—-1 ssi tanx >tan (37”)

T T
- 0 3i 2 o T
2eosa—1 + IIJ . — —
tanr+1 + | + — +
( 2eose—]1 ) farue+1) -+ —_ + :II -

donc S {0;1})}1;3—”}
3 2 4

| 9 Guad Aldis 1 Ay





