CONTINUITE - EXERCICES CORRIGES

Exercice ni.

-1 s x<2
5-x 8§ x>2
f est-elle continue sur son ensemble de définition ?

—2x—-3 pour x<-1

Soitf la fonction numérique définie parf:(x) ={

Mémes questions aved (X) =< X pour —1<x<1 surR
=3X pour x>1

Exercice n2.

x°> -1 si x<0

x-1 si x=0

La fonctionf est-elle continue suR ? Est-elle dérivable suR ?

1) Soitf la fonction définie sulk par : f (x) ={

2
X“=x-2
2) Soitf la fonction définie sulRk par: f (x)=<" x—2 SIX#2 Etudier la continuité desur R
3 Si x=2
3) Quelle valeur da faut-il choisir pour que la fonction définie par :

f(x)= Vitx=1l o xO[=1;0[ O]0;+co]
- .X 0 soit continue en 0 ?
a si x=
Exercice n3.

Le tarif ci-contre définit la fonction "tarifs p@six économiques" qui, au poigsexprimé en grammes, associe le tarif
d'affranchissement exprimé en euros. Représensghigjuement cette fonction et indiquez ses poiatgiscontinuité

Poids en grammes

Jusqu'a :

20

50

100

250

Exercice n4.

On considére un systeme d'imposition continu adcties telles que le contribuable paye :

- 0% d'imposition sur les 8000 premiers eurosadaire

- 10 % d'imposition sur la tranche 8000 - 2000swe salaire

- 25 % d'imposition sur la tranche 20000 - 5000@gule salaire

- 40 % d'imposition au dela de 50000 euros

1) Donner I'expression de la fonctidmui a tout revenu associe I'imp6f(x) correspondant

2) Dans un repére dont les unités seront judicieuseatmisies, donner une représentation graphigue fibactionf.
3) Un contribuable déclare 30000 euros. Donner s@dirarrondi a I'euro pres

4) Estimer le revenu annuel (arrondi a I'euro préshdontribuable dont I'imp6t annuel est de 500€osu

Exercice n5.
Soitf une fonction définie et continue sur [-3;4] damtdbleau de variations est :
x -3 0 | 3 4

@) 1/5\_3/

1) Dénombreysangustifier, lessolutionsdeséquatons suivantes
a) f(x)=3 b) f(x)=0 c) f(x)=-2
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Exercice n6.
Soitf la fonction numérique définie sur [0;14] dontégrésentation graphique est :

1) Citez deux intervalles sur lesquels on peut applide théoréme de la valeur intermédiaire en guplit pourquoi

2) Citez un intervalle sur lesquels on ne peut patiquer le théoréme de la valeur intermédiaire xgrliguant pourquoi
3) Peut-on trouver un unique nomhee tel que f (@) =6 ? Si oui, explicitez pourquoi et donner un encadnet deqa
a l'aide de deux entiers consécutifs.

4) Méme questions avec un unique nomteel que f (£5) =0 ?

Exercice n7. Le tableau ci-dessous résume les variatiorfdééinie sur 1=[-2;2] :
x -2 0 Z

//'3

F@ :
0 7

On précise quef (0) =1

1) Peut-on trouverr 1 tel que f (a) :g ?

2) Peut-on trouvel3 1 telque f(£)=0,17
3) Montrez qu'il existey unique,yD[O; 2] ,tel quef(y)=2,5

Exercice n8.

Soitg la fonction définie suR par : g(x) = x> ~1200x — 100

1) Etudier le sens de variation g€-+limites) et dresser son tableau de variation.

2) Démontrer que I'équatiog(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle [20 ; 40]. Donner un encadrentbmt
a al1l0™" pres.

Exercice n9. Deux méthodes de résolution

f est la fonction définie suR par f (x) = x> =30x* + 112

Il s’agit d’étudier le signe dé(x) surR .

Premiere partie
1) Etudier la limite def en +co et en—oo .

2) Calculer f'(x) et étudier son signe.
3) Dresser le tableau de variation fle
4) Démontrer que I'équatiorf (x) =0 admet trois solutions.

5) Avec la calculatrice, donner I'arrondi au dixiémela valeur exacte de chaque solution.
6) En déduire le signe de

Deuxiéme partie

7) Calculerf(2).

8) Trouver trois réels, b etc tels que pour tout régl: f (x) = (x-2)(ax’ +bx+c)
9) Résoudre I'équatioffx) = 0.
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Exercice ni0.
Démontrer que I'équatior’ +3x = 5 admet une solution et une seule d&hs
Donner une valeur approchéd@? prés de cette solution.
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CONTINUITE - CORRECTION

Exercice n°1
1) Sur |~e0; 2[ 0] 2;+00[ , (c’est-a-dire en dehors du point 2pst continue puisqu’elle est définie a 'aide @donction
polynédme et d’une fonction affine
Pour examiner la continuité en 2, on détermiim f (x)=limx*-1=3 et lim f (x)=lim5-x=3. Comme
X2 X2 X-2 X-2
X<2 x>2
lim f (x) =lim f (x) = f (2), on conclut que la fonctidnest continue en 2
X-2 X-2
X<2 x>2
2) Sur ]—oo;—]{ D]—l;][ D]1;+00[ , (C'est-a-dire en dehors des points —1 eff Bst continue puisqu’elle est définie a
I'aide de fontions affines.
Pour examiner la continuité en -1, on détermlmglf (x)= Iin_11—2x—3: -1 et Iin_11f (x)= Iirr_llx= -1. Comme

x<-1 x>-1

lim f (x) = lim f (x), on conclut que la fonctidnest continue en -1

X--1 X--1

x<-1 x>-1

Pour examiner la continuité en 1, on détermifim f (x)=limx=1 et lim f (x)=lim-3x=-3. Comme
X-1 X1 X-1 X1
x<1 x>1

lim (x)# lim (x), on conclut que la fonctidm’est pas continue en 1

Exercice n°2

1) f est continue su}—oo;O[ en tant que fonction polynéme et s{0r+oo[ en tant que fonction affine. Reste a examiner
la continuité en zéro. On examirien f (x) = lim x> -1=-1 et lim f(x)=lim x-1=-1. Ces deux limites étant égales

X0 X-0 X-0 Xx-0
x<0 x<0 x>0 x>0

et égales & (0) = 0- 1= -1, |la fonction est continue en 0, donc &

f est dérivable su}—oo;o[ en tant que fonction polynéme et s{0r+oo[ en tant que fonction affine. Reste a examiner la

dérivabilité en zéro.
_ 2 _q1_(_ -
(X)-1(0) _x*-1-CD_ yonc tim LX)~ F(0)

Xx-0 X x-0 x-0
x<0

f . .
Pour toutxD]—oo;O[, =0 doncf est dérivable & gauche en 0 et

fg (0)=0. De plus, pour touk1]0;+eo[ , f(x)-1(0) _x"1=C1 =1 donc lim M =1 doncf est dérivable
Xx—=0 X xaoo x-0
x>

a droite en 0 eff§ (0) =1. Mais commefg (0) # f§(0), on conclut qué n'est pas dérivable en 0

2) f est continue su}—oo;z[ et sur]2;+oo[ en tant que fonction rationnelle dont le dénongnahe s’annule pas.
x> -x-2 _(x=2)(x+1) _

I reste & examiner la continuité en 2. Pour tow#?2, 5 > x+1, donc
X— X—
X -x=2 - -
lim = lim x+1=3= f (2).|La fonction est continue en 2, donc R
Xx-2 X=2 X2
. . . . . A1+x-1
3) f sera continue en O si et seulementlisi f(x)=f(0)=a. Il faut donc déterminerim ~——— En posant
x-0 Xx-0 X

\( - X)—g(0
g(x) =41+ X, on reconnait un taux d’accroissementl:+X 1= g( ) g( ) dont la limite en O est donc égale a
X

1

900575

N

. . 1
.| f sera continue en 0 si et seulemerd SIE
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Exercice n°3
La fonctionf qui, au poidx exprimé en grammes, associe le tarif d'affranehigmnt exprimé en euros, est définie par :

0,41six[0; 2]
(4 0,53six0]20:5(
X)= .
O,6_4sixDJ50:_1O _ N . -
Il § agitd unefonctionenescalierdontla reprégntationgraphiquesstdonnéeci-dessous
1,22six1]100: 25p

Prix en fonction du poids

14
12 %

—

Prix (euros)
o o o 49
[ R T S o B ]
[

a0 100 150 200 250
Poids (grammes)

=

La fonction présente des points de discontinuit2@&50 et 100
En effet, puisque , puisquém f (x) =20 et lim (x) =50, on auralim f (x)# lim f(x)

X-20
x<20 x>20 x<20 x>20

Exercice n°4
1) La fonctionf qui, & tout revenu associe I'imp6f(x) exprimé en euros correspondant, est définie par :

0six0[0;8009

0,1(x-800Q = 0,%~ 800 siJ[ 8000;200000

0,25(x-20000 + 0,k 12008 0,36~ 3800xi| 20000;50000
—_—

f(x)= ~
premiére tranche
compléte

0,4(x-50000 + 0,k 12008 0,26 300800, 4x- 11300 skJ[ 50006:0]

premiére tranche premiére tranche
compléte compléte

2) Il s’agit d'une fonction affine par morceaux ddamtreprésentation graphique est donnée ci-dessous :
impots en fonction du revenu

25000

20000 =

15000 /

10000 //
5000 /

0 /

1] 20000 40000 GO000 a0000
Rewvenu

3) Si le contribuable déclare 30000 euros, son irepta égal & (30000 = 0,2% 30006 3809 3760
4) Si le contribuable paye 5000 € d'impéts, son revee trouve dans la trancl{élOOOO;SOOO[). En résolvant

I'équation 0, 25— 3800= 5000~ X:MO: 35200, on déduit que le revenu du contribuable est envir

Impot

égal a 35200 € annuel.

Page 5/8



Exercicen®5
L’équation f (X) =3 admet2 solutions I’unedansl’intervalle[-3 ;0], I autredansl’intervalle[0 ;3]

L’équation f (X) =0 admet2 solutions I’unedans!’intervalle[0 ;3], I’autredans!’intervalle[3 ;4]
L’équation f (X) = —2 admet2 solutions I’unedans!’intervalle[0 ;3], I'autredansl’intervalle[3 ;4]

Exercicen°6

1) On peutappliquerle théorémede la valeur interméliaire par exemplesur I'intervalle [0 ;4] car la fonctiony est
continueet strictementroissanteDe mémeon peutappliquercethéoremesurl’intervalle[4 ;10]

2) On ne peutpasappliquerle théoremede la valeur intermédiairesur I'intervalle [0 ;10] car la fonction n'y estpas
strictemenmonotone

3) Sur lintervalle [10;14],f est continue et strictement croissante. De pful0)=0 et f(14)=7. Comme

6D|:f (10); f (14):| il existe un unique nombrer tel que f(a)=6. Puisque f (13)<6 et f(14)>6, on en

conclut quel3<a <14
4) Il n'existe par de nombre uniqy#® tel que f (£) =0 sur l'intervalle [0,14], caf n'y est pas monotone. En revanche,

c’est le cas sur l'intervalle [0 ;4] (on lit exaotent 5 =1)

Exercice n°7
f présente une discontinuité en 0

1) On ne peut pas trouver 11 tel que f (a) :g carg n'est pas une valeur prise pér

2) Sur l'intervalle [-2 ;0[, f est continue et strictement croissante. Puis@;dﬂ[ f(-2); Iirrg f (X){ il existe un unique

x<0

nombre SU1 telquef(f)=0,1
3) Sur lintervalle [0;2], f est continue et strictement croissante. Puismh'ﬂ[f (0); (2):| il existe un unique

nombrey[0;2], tel que f () =2,5

Exercice n°8

Soitg la fonction définie suR par : g(x) = x> ~1200x — 100

1) g est définie, continue et dérivable dr, et pour touk réel g’ (x) = 3x* ~1200= x* -400) = {x—- 20 (x+20).

On en déduit successivement le signegé(e() et le sens de variation de

I 20 20 +oo
g + 0 — o0 + fim g{x) = lim x' =, fim g(x) = lim x* =+,
- 15900 o0 g(-20) =15900, g(20)=-16100
e | AN, S
—£a -16100

2) Sur l'intervalle [20 ; 40],g est continue et strictement croissante. De pl(180) = ~16100< Oet g(40) = 15900> 0
Puisque 000[ g(20);9(40)|, Le théoréme de la valeur intermédiaire affirmexistence d'une unique valeur

a D[20;4q telle queg (a) =0. Grace a la calculatrice, on dresse des tableawal@urs de plus en plus précis :

o Y9 i Y1

z1 -7E0g T -11:8
iz -EP%E ETNE: -80E. 4

3763 e -BPZ.N
E- -1E85 4364
L 77E - -100.2
6 33EE 4.7 yi 83
i7 6iEz | puis 348 zBY4.10

nous permettant d'affirmer qugd, 6<a <34,7

Page 6/8



Exercice n°9
Premiére partie
1) lim f(x)=lim x> =-co et lim f (x) = lim x*=+oo,
X — —00 X — —00 X — +00 X — +00
2) f est définie, continue et dérivable g, et pour tout réet, f'(x)=3 —60x= 3X(x—20). On en déduit que
s'annule en 0 et en 20, est strictement positive sep; O] 0 ]20;+00| et strictement positive sur 10 ;20].
3) Ainsi f est strictement croissante s}rroo;O], strictement décroissante et [0 ;20] et strictdm@nissante sur

[20;+o] . Puisquef (0) =112t f (20) = 20 — 30x 26+ 112 - 3888s0n tableau de variations est donc :

X —Co 0 20 +o0
Sl + 0 — 0 +
112 +eo
s AN S
— —38ER

4) Sur I’intervalle]—oo;O] , f est continue et strictement croissante. Conlme f(x) <0< f(0), I'équation f (x) =0

X - —00

admet donc une unique solutionO|~;0] .

On procede de méme sur les intervalles [0 ;2({)]2@l;+00[ :

Sur lintervalle [0 ;20]f est continue et strictement croissante. Comin(20)< 0< f (0), I'équation f (x) =0 admet
donc une unique solutior, 0[0;20] .

Sur I’intervalle[20;+oo[ , f est continue et strictement croissante. Conming20) < 0< XIir+r;lo f (x), I'équation f (x) =0

admet donc une unique solutiogD[20;+00[ )

5) Grace a la calculatrice, on dresse des tableaugldars de plus en plus précis
ceci permet d’établir quel,9<x <-1,8, puisX, =2 et enfin29,8< x, <29,9

6) Le signede f estdonnépar:

f étantstrictementcroissantesur |-e; 0], elle l'est sur|-o;x ], et pour toutxO]-e0; %], f(X)< f(x), cest-a-
dire f (x)<0. De plus pour toux O x;;0], f (%)< f(x), cesta-dire0< f (x)

f étant strictement décroissante sur [0 ;20], aiet lsur[0;x, = 2], et pour toutx0[0;%,], f(X)= f(X,), cest-a-
dire f (x)=0. De plus pour toukJ[x,; 20], f (x)< f(x,), cesta-diref (x)<0

f étant strictement croissante s[@0;+00[, elle I'est sur[20;x3], et pour toutxD[ZO;xg], f(x)< f(x), cesta-
dire f (x)<0. De plus pour toux O x;; +oo[ , f(x;)< f(X), cest-a-dire0< f (X)

En résumé :

x —£0 o X, =2 X 4on

= — 0 + 0o — 0o +

Deuxieme partie
7)On calculef (2)=2°-30x Z + 112= 0

8) Pour tout réek, (x—2)(ax’ +bx+c) =ax’ + bx* +cx—2ax” — 2bx— 2c = ax’ + (b - 2a) X +(c— 2b) x - 2¢

On aura alors (x—2)(ax2+bx+c):f(x) si et seulement si pour tout réelx

a=1
a=1
3 2 3 2 5 . b-2a=-30
ax® +(b-2a) x* +(c-2b) x—2c = x> -30x* + 112, c’est-a-dire si et seulementssi — b=-28
C— =
c=-56
-2c=112
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Ainsi, pour tout réek, f(x)=(x-2) (x2 -28x - 56)
9) On résoutf(x) =0 = (x—2)(x2 —-28x- 56) =0 si et seulement sk-2=0 < x=2 ou X° —28x—56= 0. Pour
cette derniére équation du second degré, on caleuldiscriminant A =(-28)° - 4x 1x(— 5§ = 1008 Comme

28+12/7
2

2
A =(12\/_7) , 'équation admet deux solutions réelles distiacke = =14+ 6/7= 29,874 107 preés et

X, = 28+T12ﬁ:14_ 6/7~-1,87a107 pres

Exercice n°10
L'équation x> +3x=5 étant équivalente &°+3x~-5=0, on note f (x)=x*+3x~5, qui est définie, continue et

dérivable surR . On dérive : pour tout rée| f'(x)=3x>+3= 3(x2 +1). Puisque pour touk JR, x*+1>0, on en

déduit f'(x)>0. f est donc strictement croissante sir. Puisque lim f(Xx)=-c et lim f(x)=+co,

X - —00 X — +0o

OD} lim f(x); lim f (X)[ donc le théoréme des valeurs intermédiairesnadfique I'équationf (x) =0 admet une

X - —00 X — +00
unique solutiona LR .
En utilisant la calculatrice, on peut dresser uble@u de valeurs def(x) qui nous permet d'affirmer que

1,15< a <1,16.|Une valeur approchée dr 21072 pres est donc 1,15
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