Cours FONCTIONS LOGARITHMIQUES
PROF : ATMANI NAJIB
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FONCTIONS LOGARITHMIQUES

I) LAFONCTION LOGARITHME NEPERIENNE

1) Fonction logarithme Népérienne

1.1 Définition et propriétés algébrique :
Définition :La fonction logarithme népérienne est

: I : 1
la fonction primitive de la fonction x—>;sur
10, + [ et qui s'annule en 1 ; on la note par In.

Conséquences immédiates :

1) In est définie sur ]O, +[

2) f(x) = In(u(x)) est définie si et seulement
siu(x) >0

3)In(1)=0

4) In est dérivable sur ]0, +[
o1
et (x €]0, +=[) (Inx) Ty

1

Monotonie :On a: (x €]0, +=I) (Inx)':—>0
X

Donc la fonction In est strictement croissante sur
10, +<[ onadonc 1) In(a) =In(b) < a=b
2)In(a)<In(b) a<b

Applicationsl : déterminer le domaine de
définition des fonctions suivantes :

1) fix—>In(x+1)  2) g:x—In(x’ -3x+2)

3)h:x—>i

4) k:x—Inx+In(x-1)
Inx

5) k:x—>Inx+In(x-1) 6) m:x—>|n(x—_4j
X+1

solution :1) f(x)=In(x+1)
D; ={xeR/x+1>0}
X+1>0<>x>-1 donc: D, =]-1+o[

2) g(x)= In(x2 —3x+2)
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D, = {xeR/x* —3x+2>0]

A=b? —4ac = (-3)" —4x2x1=9-8=1>0

—E:ﬁ_z et XZ:E:E:]_
2x1 2 x1 2
1 —00 1 2 +0C
232 + 0 - 0+

Donc : D, =00, U2, 4o

3) h(x) = —

i D, ={xeR/x>OetInx = 0}

INx=0<Inx=Inl< x=1donc: D, =]0;1 UL +oof

5) k:x—Inx+In(x-1)
La fonction est définie ssi x>0 et x—1>0 cad

x>0 et x>1donc : D, =i+

6) m:x—>|n(x;4j

X+1

La fonction est définie ssi x;z11>0 et x+1>0
X+

On utilisant le tableau de signe on trouve :
D,, = -0~ U4, +oo

Applications2 : Résoudre dans R les équations
et inéquations suivantes :1) In(x—2)=0

2) In(3x-1)=In(5x—10) 3) In(2x-1)-In(1-x)=0
4) In(2x) =In(x* +1) 5) In(2x-6)>0
6) In(x-1)-In(3x+1)<0

Solution :1) In(x-2)=0

a)cette équation est définie ssi: x-2>0

=




x—2>0<x>2 donc: D =]2;+oo[

b) Résoudre I'équation :
In(x-2)=0<1In(x-2)=In(l) = x-2=1<x=3<eD,
Donc : S ={3}
2) In(3x—1) =In(5x—10)

a) cette équation est définie ssi : 5x-10>0 et

1
3x—1>0 cad x>2 et X>§ donc : Dy =]2;+o0[

b) Résoudre I'équation :

In(3x—1) =In(5x—-10) < 3x—1=5x—10 < -2x =-9

Donc : @X:%e D. donc: sz{%}

3)In(2x-1)-In(1-x)=0
a)cette équation est définie ssi: 2x—1>0 et

1-x>0 cad x>% et x<1

donc: p, {1;1{
2
b) Résoudre I'équation :

In(2x-1)—In(1-x)=0<In(2x—-1)=In(1-x)

2x—1:1—xc>3x:2<:>x:§e D¢

Donc: S = {Z}
3

4) In(2x):|n(x2 +1)

a)cette équation est définie ssi: 2x >0et
x*+1>0 cad x>0 donc : D, =]0;+oq]

In(2x) = In(x2+1)<:>2x:x2+1<:> x*—2x+1=0
< (x-1)=0&x=1eD, Donc: S={1

5) In(2x—6)>0
a) cette équation est définie ssi: 2x—-6>0

2X—6>0<>x>3Donc : D, = ]3;+o[

b) Résoudre l'inéquation :
In(2x-6)>0 < In(2x-6)>Inl< 2x-6>1
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z=rel 3+
XS — < Xe| —; 4o
2 2

donc: s ={Z;+oo[ﬁ]3;+oo[=[z;+oo{
2 2

6) In(x—1)—In(3x+1) <0

a) cette équation est définie ssi: x-1>0 et

3x+1>0 cad (x>—%;x>l} donc p, = J1; +o0[

b) Résoudre l'inéquation :
In(x—1)-In(3x+1) <0 < In(x-1) <In(3x +1)
X—1<3X+1=2X> -2 Xx>-1
Donc : S =]-L+oo[ ML +eo[ doOnc : S = J;+oo
La propriété caractéristique :
(Vx > 0; vy > 0)(In(x x y) = In(x) + In(y))
Regles de calculs :

* (V> 0)(in () = = In(x)

e (Vx> 0; Vy>0) (in (xy) = In(x) = In(y))
o (Vx> 0; Vr € Q)(In(x") = r In(x))

o (Va> O)In\/_:%lna
o (Va> O)InQ/_:llna VneN*—{l}
n
Exemples : On pose I n(2)=0,7et In(3)=11

Calculer: In(6) ; In(4) ; In(8); In(72)

In(%j ; In(gj ;1n(v2) 3 1n(46) 5 In(3V2)

|n(12€/§) C A=Iny2442 410242 ;

1 1 2015 2019
B —Zln81+ln«/§—lnE et c =|n(J§+1) +|n(ﬁ—1)
Solution :

In(6)=1n(2x3)=In(2)+In(3)=0,7+11=18
In(4)=1n(2x2)=1n(2")=2In(2)=2x0,7=14
In(8)=1n(2x2x2)=1n(2’)=3In(2)=3x0,7=21
In(72)=1n(x2°)=1n(3)+In(2’)=2In(3)+3In(2)

| n(72)= 2x11+3x0,7=2,2+2,1=4,3

N




L. 18=009
2

:1,1+0'—27 =11+0,35=1,45

in(32)=In(3)+n(v2) =11+ in(2)
In(12€/§): In(3x 22)+In(€/§): |n(3)+2ln(2)+ln[3;]

In(123/3) = In(3)+2ln(2)+%ln(3) =1,l+1,4+%><1,1: 2,86

A=In 2+J§+Inﬁﬂn((ﬁ)(ﬁ)):ln( (2+J§)(2—J§)j

A= In(4/22 —(ﬁ)zjz In\/_:%ln2=0,35

B:Eln81+ln\/§—lni:Eln?f‘+1In3—lni3 EIn3+3|n3
4 27 4 2 3

2

ﬂIn3+
4
B=l,1+%+3><1,1=4,95
C:In(\/§+l)2015+|n(\/§—1)2019:|n((\/§+1)2019><(«/§—1)201g)
C=In((v2+1)(+2 —1))2019 = In((ﬁ)2 -1 )M = 2019In(1) = 2019x0=0

Exercicel : On pose a = In(a) et § = In(b)
Calculer en fonction de «a et g les réels suivants :

1
a’b

In(azbs) et
Solution :

In(a’b®)=In(a’)+In(b*)=2Ina+5Inb=2a+54

7 1
T ath®
Ya’b

1

7
=Ina ¢ +Inb g:—Zlna—llnb
6 6

1.2 Etude et représentation :

D’apres la définition de la fonction In on peut
conclure que :
1.2.1) In est définie, continue, dérivable et
strictement croissante sur ]0, +[
1.2.2) Déterminons des limites référentielles :

a) liminx="?

X—>+00
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Soit A un réel strictement positif. Comme la
fonction [n est strictement croissante sur J0; +[ et
gue [n (1) = 0 alors : In (2) est un réel strictement

. , . A
positif. Par conseéquent, le quotient : e estun
n

réel strictement positif.
On appelle n le plus petit entier naturel tel que :
> A
In2
On multiplie par In 2 qui est positif on aura :
nin2zA s In(2n) 2 A
Comme In est une fonction croissante, alors pour
tout x tel que x 227 nous avons : lInx=2nin2= A
Donc (VA>0)3B>0)(x=2B=Inx>A):

(il suffit de prendren = E (%) +1)

(B:lnznoU:E(%)+1) Donc : {limInx = +oo
n )

X—>+00

b)Déterminons : limInx=-w
x—0"

1 ) .
t== six->o0 alorst—+w

On pose : X

. 1 )
imIn==—=limInt=-

to+o  t t—+o0

donc : limlnx=
x—>0"

limInx=—-

x—0"

donc :

La droite (A): x = 0 est une asymptote verticale a
la courbe (Cw)
In x

c¢)Déterminons : lim —=7?
X040 X

3 . =5
En utilisant leT.A.F de la fonction In sur \/_
In x 2(\/;_1)
< <
X X

En effet la fonction In est continue, dérivable sur |
D’aprés le T.A.F on donc:

In VX - Invi=2(vx-1) < ¥k -1

On va montrer que :

Donc : InxsZ(«/;—l) Donc : O<In—XS
X X
C2(Vx-y)
Et puisqueona: lim——==0 etlim0=0

X—>+0 X—>+00

X

1w




Inx_

(a vérifier) alors : | lim 0

X—>+0 X

Donc la courbe (Cim) admet une branche
parabolique vers I'axe des abscisses au voisinage
de +

Propriété :1) limlnx=4c  2) limInx=—-o0

oo Xx—0"
3) lim 12X _ g a) tim™*_0 (oure Q)
X—>+0 Y X—>+0 ¥
. N . . Inx
5) limx"Inx=0(our e Q) 6) lim——=1
x>0 -1 x -1
In(x+1
7)IimM:1

x—0

X

Preuve : 4) lim In—nX:O ou(neNx ?

X—+0 X
. Inx . Inx 1 . Inx
lim — = lim — ——=0x0=0 (car lim —=0)
x—>+0 X x—+0 X n- x40 X

5) limx"Inx=0(ol € &) ?
x—0"

Montrons d’abord que : limxInx=0" ?

x—0*

1 +

On pose t=; si x>0 alors t—+o0

] 1,01 ] In
IimxInx=1lim=In== I|m——t=0‘
x—0" t—+oo { i t—>+o0 t
limx"Inx=lim x"*xInx=0x0=0
x—0" x—0"
6) lim1"X _1 7

x>l x —1
La fonction In étant dérivable en 1 alors :
limA"X i X0 gy =1
x>l x—1 x—1 X—=1
In(x+1

7)IimM=1 ?

x—0 X

Onpose :t=x+ 1 eton applique : 6)

1.2.3) Le nombree:

La fonction [n est continue strictement croissante
sur ]0, +[ et In(]0, +=[) = R, donc le réel 1 a un
antécédent noté e (le nombre népérien) : In(e) = 1
1.2.4) Le Tableau de variation et La courbe
(Cmy : (Cmy) @ une tangente en A(1,0) :(T): y=x-1
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In'x

Inx

—00

Exemplei : simplifier et calculer :
2 4 1
A=In(e?)+In(e )—Inﬂgj
1 (a0
B :2In(\/e_)+ln(e\/g)—§ln(e )

Solution :

A:In(e2)+ln(e4)—ln(3]=2In(e)+4|n(e)——|n(e)

e
A=2x1+4x1—-1=7
B :2In(\/€)+ln(e\/e_)—%ln(e9):2x%In(e)+Ine+In(\/e_)—%9ln(e)

1 1

1 1
B—lln(e)+Ine+§ln(e)—3ln(e)—1+1+§—3—§—1——§

Exemple2: Déterminer les limites suivantes :

_2In(x)+1
1) lim ——>— 2) lim (In* (x)—Inx
)X—>+oo In x )x—>+oo( ( ) )
3) lim x—Inx 4) lim In? (x) + Inx

X—>+00 x—0"

- 1 - 4
5) lim (—+Inxj 6) lim x” log x

x—=0"\ X x—0"

. 3 . 1
7) lim 2x—xIn x g) lim xIn| 1+—

x—0" X—>+00 X

. 2
9) lim x(In(x))" on pose : x = Vx

4




_In(x* +3x)

10) lim
X—>+00 X — x—0"
_ _2In(x)+1
Solution : 1) lim ————

X—>+0

11) limx*(Inx)’

Ona: lim2In(x)+1=2x(+0)+1=+w

X—>+0

Et lim In(x )=+ donc forme indéterminé(FI)

X —>+0

In x 2+i
. 2Inx+1 . In x
lim = lim

j= lim 2+i=2+0=2

x—>+0 N X X—>40 In x X—>+0 In x

(car limlnx = +0)

X—>+00

2)lim(In” (x)—Inx) 2

X—>+00

limIn? (x)—Inx = limIn® (x) - Inx = lim Inx(ln(x)—l) = 400

X—>+m X—>+0 X—>+0

(car limlnx =+o0)

X—>+00

3)limx—Inx ?

X—>+00

) ] Inx
Iimx—Inx=Ilimx|1-— |=
X—>+0 X—>+00 X
. Inx ]
(car lim —=o0et limlnx=+wx)
X400 X ‘oo

4) lim In* (x)+Inx ?

x—0*

—+00

limIn® (x)+Inx = lim Ipx(ln(x) +1) = oo

x—0* x—>0

Car lim In(x):—oo et limln(x)+1=—0

x —0" x—0"

5) lim (1+ Inxj

x—>0"\ X

I+xlnx 1

.1 .
lim=+Inx=lim
x—0" X x—0" X

=~ =40 car limxlnx=0
0+

x—0"

6) lim x*logx=0 car Iiry X"Inx=0 (ol 2 € V¥
X—

x—0"

7)lim 2x=x*Inx=0

x—0"

X—>+0

. 1
g8) lim xln(1+;) on pose : X =

X—>400< X >0

lim xln[1+£j = Iimiln(1+ X)=lim
X - X 0*

X—>+o0
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¥

In(1+ X)) 1

Car: lim

x—0

In(x+1)

X

=1

9) lim x(In(x))" on pose : x =x

x—0"

X =/x < X?2

X—=>0" <= X >0

x—0"

x—0"

lim x(In(x))

x—0*

lim x(ln(x))2

lim x(In(x))’ =

=(\/;)2<:>X2=x

lim X2 (In(X2))’ = lim X2 (2InX )’

x—0" x—0"

= lim 4X?(InX )*

x—0"

" =41im (XInX )* = 4x0% =0

x—0"

Car: limxinx =0~

x—0"

10) lim

X—>+00

In(x2+3x)

x-1

In(x2+3x)

?0npose: f(x)= 1

{3 vt

f(x)=

x-1

X—+0 X

Donc : lim

X—>+00

x—0"

X—>+0

In(x2

lim E:0 et lim In(1+§j:0
X

+3x)

x—1

2 5
11) limx*(Inx)’ = lim [xS In xj
x—0"

2

Ona: limx5Inx=0 donc lim xz(lnx)S:O

x—0*

x—0"

Exercice2 : Résoudre dans R les équations et
inéquations suivantes :

3

D In(2x-1)=2 2 2(Inx)* +Inx—6=0

3




3) 3(In x)2 +2Inx-1=0

Inx+32
Inx-1

4)

Solution : 1) In(2x—1)=g

a) cette équation est définie ssi :
1 : 1,
2X—1>0©X>E donc: D, = §,+oo

b) Résoudre I'équation :

In(2x—1) = g o In(2x-1) zgm(e)

3 3
= In(2x—1):|n[e2J<:> 2x —1=-e?

Donc : S {&}

2) 2(Inx)2 +Inx-6=0

a) cette équation est définie ssi: x>0
onpose: Inx=X

onaalors: 2X2+X -6=0

A=b’—-4ac=1+48=49>0
-1+7 -1-7

X, =—— et x. =

bo2x4 2 2x2

Donc : xlzg et X,=-2

3
Donc : Inxlzg et Inx,=-2 donc: X =€ et

x, =€ finalement : S = {e\/g, iz}
e

3) 3(In x)2 +2Inx-1=0

a) cette équation est définie ssi: x>0
onpose: Inx=X

onaalors: 3X?+2X -1=0
A=b*-4ac=4+12=16>0

2+4 2 1 _2_ —

- SSiZ ety - 24 b

o2x3 _6_5 2x3 6
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1
Donc : Inxlzg et Inx,=-1

1
Z 41
Donc : x1:e3:§/5 et X2=el=g

finalement : S = {%/El}
e

4) Inx+3 S
Inx—-1

a) cette équation est définie ssi: x>0et Inx-1=0

Inx-1=0<Inx=1<Inx=lhesx=¢

donc D, =]0;e[ U ]e;+oo]

Inx+3> @Inx+3+120<:>zlnx+120

Inx—1 Inx—1 Inx—1

Inx+1:0<:>Inx:—1<:>lnx:ln1<:>x:1
e e

Inx-1=0<Inx=1<Ihx=lhe< x=¢e

r |0 } e +oo
Inz+1]| — 6 + +
Inz—1| — — +
o 0 - +

s =(Joef i) 02 [l |- Joid [l

Exercice3 : Résoudre dans R? le systéme

3Inx+Iny=2

suivant :
{2 Inx—Iny=3

Solution : J3nx+hy=2-1" gt yeg
2Inx—|ny=3—>2

La somme des deux équations membres
a membres donne :

S5Inx=5<Inx=1<Inx=Ine< x=e

On remplace x=e dans la premiere équation
On a donc:

3lne+lny=2<Iny=2-3<Ihy=-1

[}




osy=et'le y:% Donc S ={(e;1j}
e

Exercice4 : Résoudre dans R les équations

suivantes :1) Inx+In(x—1)—-In2=1In3

2) In(2x+5)+In(x+1)<In4

3) In(14—x) > In(10+7x—3x2)

Solution : 1) Inx+In(x—1)—-In2=1In3

a) cette équation est définie ssi: x>0 et x-1>0
donc : D, = Ji;+oo

b) Inx+In(x-1)—In2=1In3

< Inx+In(x-1)=In2+In3< In(x(x-1))=1n6
Ssi x(x-1)=6 ssi X’ —x-6=0

A=b? ~4ac = (-1) ~4x1x(-6)=1+24=25>0

—(—1)+\/£

ot , _~(-)-V%

2x1 2 2x1
X, =3 ou x,=-2¢L+o[ donc: S ={3}
2) In(2x—5)+In(x+1) <In4

a) cette équation est définie ssi: x+1>0et
2x-5>0 cad [x>getx>_1j donc p, :E;Jroo[

b)
In(2x-5)+In(x+1)<In4 < In((2x-5)(x+1))<In4

(2x-5)(x+1) <4 < 2x2-3x-9<0

A=b*-4ac=9-4x2x(-9)=9+72=81>0

_3*9 ety 3% donc: x=3et, -3
2x2 2x2 2
r —00 —3/2 3 400

20309 + 0 - (0 +

o - 3o {0
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3) In(14—x) > In(10+7x—3x2)

a) cette équation est définie ssi: 14—x>0 et
10+7x—3x2>0apres résolution on trouve :

10
o] 4]
b) In(14—x) > In(10+7x—3x?)

14—Xx>10+7X—3x2 <= 3x2—8x+4 >0

< (x-2)(3x-2)> 0= X€i|—00;§[u]2;+00[

o -{|=Fore) 1
et

Exercice5 : déterminer le domaine de définition
des fonctions suivantes :

(SN

1) f:x—>

3) hixo——
(In(2x))z—1
Solution : 1) cette fonction est définie ssi :
x+1>0 et x>0 et Inx>0 et In(Inx)=0
Cad x>-1et x>0 et x>1etnx=1
Cad x>1 et x=e donc: D, = [L;e[ U]e;+oof
2) cette fonction est définie ssi :

e—x>0 et 1>In(e-x)
Cad X<e ete—x<e Cad Xx<e et x>0

donc: D, = [0;¢

3) h:x—>;2
(In(2x)) -1
Cette fonction est définie ssi :

2x>0 et (In(2x))2—1>-0
Cad x>0 et (In(2x)—-1)(In(2x)+1)>0

In(2x)+1:0<:>ln2x:—1c>In2x:ln1c>x:2i
e e

7




In(2x)—1:0c>In2x:1<:>ln2x=lne<:>x=§ et (Vx € I)(f’(x):—t(x))

(x)

Preuve : (en exercice)

x 0 T 5 +0o0 .
P - n Etudier deux cas u(x) > 0, s_ur,I et u(x) < O.sur L.
PR - - Exemplel : calculer la déerivee de la fonction
(In2z+1)(In2x-1) + l]] — ¢ «4, X3 +8

définie sur | =]-2;+o0[ par: f(x):W
X2 +

i3]

2) Dérivée de la fonction x — In(u(x))
D’aprés le théoréme de la dérivée de la

. . . 4/.,3
composition de deux fonctions on peut citer le In( f (x)) _ In[ X" +8 }z In(M)—In(xz +1)3

Solution : Vxe]-2;+[ ona:

théoréme suivant :
Théoréme : Si u est une fonction dérivable sur I
et strictement positive sur I alors la fonction /

. In(f (x))
f(x) = In(u(x)) est dérivable sur I

' U, X ’ 3 8 2 1'
et (vx € 1) (f (X):Q» Donc : f (X)zi(x +8) —3(X +) VX € |2+
u(x) f(x) 4 x*+8 x? +1
Exemp,)lt_al,: Déterminer_ le domaine de derivation (X)) 13 2%
et la dérivée de la fonction suivante : Donc : =————-3—
f(x) 4x°+8 x*+1
f(x)=In(3x* +5)
f(x) —3x(7x3—x+64)
_ _ 5 . Donc : = . >
Solution : la fonction u:x —3x* +5 est dérivable f(x)  4(x+8)(x*+1)
Donc :

surR etona: 3x*+5>=0 VvxeR
—3x(7x3—x+64) —3x(7x3—x+64)

alors la fonction : f:X—)In(3X2+5)est dérivable |f'(x)= 4(x3+8)(x2+1) Fx _4W( , 1)4
X3 + X% +

2 !
(3¢ +5) __8 yxer  [Exemple2 : Déterminer le domaine de dérivation
2 2 ;- . .
X455 345 et la dérivée des fonctions suivantes :
Exemple2 : calculer la dérivée des fonctions 1) f (x)= In‘ln|x”

sur R etona: f'(x)=

définies par :1) f(x)=x’—Inx 2) f(x)=xInx
2) f(x):ln‘sin2x+3sinx+4‘
3) f(x):ln(1+x2) _ . e

Solution : 1) cette fonction est définie ssi :

Solution :1) f'(X)=(x2—|nx)' 1 261 X|>0 et In|x|>0 cad x=0 et |x>1
X X

Donc : D, =]—oo;—]{u]];+oo[

2) f’(x):(xlnx)'=x'|nx+x|n'x=l|nx+x><l=Inx+1
X Donc f est dérivable Sur J—oo; 1] et J1;+oo

!’

, ’ (l+ X2) 2% ,
3) f/(x)=(In(1+x?)) = = ’

) 10 ( ( )) Lx® 14X Vx € o0, —1[ U L+ f'(X):(In‘In|X”) :(In|x|)
Corolaire : Si u est une fonction dérivable sur I et In[x
ne s’annule pas sur [ alors la fonction :

f(x) = In(Ju(x)|) est dérivable sur I
Prof/ATMANI NAJIB 8




1

f'(x):(ln‘ln|x”)’ =

xIn|x|
2) f(x)=In|sin®x+3sinx-+4

cette fonction est définie ssi : sin® x+3sinx+4 >0

on pose: t=sinx donc: t2+3t+4
A=9-16=-7<0 donc: t2+3t+4>0

Donc: D, =R

Alors : la fonction f est dérivable sur R

£(x) (sin® x+3sin x+4) _ 2sin xcos x +3c0s X
sin’® x+3sin x+4 sin® x+3sinx+4

Propriété :Si u est une fonction dérivable sur I et

ne s’annule pas sur [ alors les fonctions primitives

u'(x) :

——-sont les fonctions ;

u(x)

F(x) = I n(Jlu(x)|) + Cte

Applications : Déterminer les fonctions primitives

des fonctions suivantes :

de la fonction X —>

1) |=1R<;f(x):x4’i2 2) |:]0;1[;g(x)=ﬁ
3)I :]—oo;l[;h(x):xi_1 4) I:}%;Zn{;k(x):%

5) M(x)=

) (Essayer d’écrire
X —

g(x)=i+i ol a et b des réels a
x-1 x+1

déterminer).

X +2xE 3%+ 2
X-3

6) N(x)

1
(x=2)In(x-2)

7) 1 =13+00;q(x) =

X3 _1(X4+2)’
12 4 xt42

Solution : 1)ona f(x)=

1

Donc : F(x) 2

In|x* +2|+k avec keR
Puisque : x*+2>0 donc: F(x):%ln(x4+2)+k
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!

(Inx)

1
L -
2) f(x)=—=2X =
) (X) xInx  Inx Inx

donc les fonctions primitives sont :
G(x)=In|Inx|+k

avec keR
Puisque : xe]0;1] donc: Inx<0

Donc : F(x):ln(—lnx)+k avec keR

(x-1)

B x-1

3) 1 :]—oo;l[;h(x) il donc les fonctions
X_

primitives sont : H (X)=In|x—1+k

Puisque : xe ;1 donc: x-1<0

Donc: H(x)=In(1-x)+k avec keR

_cosx _(sin x)'
Csinxsinx

donc les

4) 1 =j|377[;272'|:;k(X)

fonctions primitives sont : K(x)=In[sinx|+k
avec ke R

1 1

1(x+1)—(x-1)

X1 (x#1)(x=1) 2 (x+1)(x-1)

(x+1) _ (x-1)

m(X):%[(erl)(x—l) (x+1)(x—1)J:%(xi1_ xil)

Donc les fonctions primitives sont :
j: In

M(x):%(In|x—]1—ln|x+1|):%[ln
X +2x —3x+2  (x=3)(X* +5x+12)+38
- X—3 - X—3

5) m(x)

x-1

X+1

x-1
X+1

+k

6) n(x)

Donc : n(x)=x’ +5x+12+3—83

Donc les fonctions primitives sont :

3
N (x) %+gx2+12x+38ln|x—3|+k avec keR

_ 1
(x=2)In(x-2)

7) 1 =13,+00[;q(x)

1©




1

_— !

1 ~ (x=2) _(In(x-2))

CI(X):(X—Z)In(x—Z)_In(x—2)_ In(x-2)
Donc : donc les fonctions primitives sont :

Q(x)=In[In(x-2)+k avec keR

Exercice6 : Considérons la fonction f définie
5x+1
f(X)=—"—
(x) X2+ X—2
1) Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f et Déterminer les réels a et b tels que :

par :

a b

vxeD); f(X)=—+——
( c ) ( ) x-1 x+2

2) en déduire la fonction primitive de f sur J-w;-2[
Tel que F(-3)=In2

Solution :1) D, ={xeR/x* +x-2=0}

A=b?—4ac=1"-4x(-2)x1=1+8=9>0

_1+3:E:1 et X :L_sz
2x1

_ A,
2x1 2 2 2

Donc : D, =R/{-2;1}

f(x)= a(x+2)+b(x-1) ax+2a+bx-b_(a+b)x+2a-b
(x=1)(x+2)  (x-D)(x+2)

a+bh=5
Donc :

(x-1)(x+2)

92 b1 Donc: 3a=6 Donc; a=2

Donc : b=3 Donc: (VXe D, ); f ()

(x+2)'
X+2

J(x-1)
x-1

+3

2)(vxeR/{-21}); f(x)
F(x)=2In|x-1+3Injx+2|+k keR

Xe]—oo;—2[<:>x<—2 et x<1

Donc : x+2<0 et x-1<0
Donc : les fonctions primitives sont :

F(x)=2In(1-x)+3In(—x-2)+k keR

F(-3)=In2<2In(4)+3In(1)+k =In2
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k=|n2—2|n(22)c>k=—3ln2

Donc : F(x):2In(1—x)+3ln(—x—2)—3ln2

Il) FONCTIONS LOGARITHMIQUES DE BASE a
1) Définition

Définition : Soit a un réel non nul et différents

de 1. La fonction notée par log, définie sur ]0, +e[
Inx . _,
par :(Vx €]0, +«<[) (log, “na ) S’appelle :

la fonction logarithmique de base a

Inx
Exemples : 1)Pour: a =e on aura : log, “Te- In x

~_In4 _In2? _2In2 _,
In2 In2 In2

2) log, 4

2) Propriétés et régles de calcul :
Toutes les propriétés de calcul qu'on a vu
concernant la fonction In restent valables pour la

fonction log, .

a) Propriétés caractéristiques

o (Yx>0)(¥y > 0)(Loga(xy) = Loga(x) + Loga(y))
o (Vx>0) (Loga G) = —Loga(x))

¢ (VX>0)(¥y>0) (Loga (5) = Loga) - Loga(y))
¢ (V> 0)(vr € Q)(Logax") = rloga(x)

Preuve : Pour démontrer les propriétés
précédentes il suffit d’utiliser la définition de la

fonction log, et les propriétés de la

Fonction In

b) Propriétés :La fonction log, est une bijection
de ]0, +=[ vers R

1) (vx > 0)(Yy > 0)( log, (x) = log, (y) & x =y)
2) (Vx> 0)(vr € Q)( log, (x)=r < x=a'

c)Propriété :La fonction log, est continue

dérivable sur ]0, +[ et (Vx €]0, +I)




|

(log, (x)) =

xlna

Preuve : (En exercice)

2)Etude et représentation de log, :
Soit a un réel strictement positif et différent de 1 :

1)La fonction log, est définie sur ]0, +[.
2) La fonction log, est continue et dérivable

sur ]0, +[ et (Vx €]0, +[) ((Ioga(x))' = xli]a)

donc le signe de log; dépend du signe de Ina, ce

gui nous amene a discuter deux cas :
lna>0:;Ilna<0

Sia €]0,1] alors [na <0
Et donc: (Vx €]0, +00[) (Log[,(x) =—

xlna

<0).

tx |0 a 1 +o

Loga(x) (&) § o=

Log,(x)
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Sia €]1, +oo[ alors Ina > 0
Et donc : (Vx €]0, +oo[) (Logy(x) = ——>0).

x lna

X 0 1 a

) +00
Log,(x) A

Loga(x)

Exemples : simplifier et calculer :

1
1) log,4 2) Iogﬁg 3) Iog\ﬁ9

4) A=log, (%} +log, (10)+ log, (5/5)

3

Solution :1)

1 2
Iogﬁgz—logﬁzz—logﬁ(ﬁ) :—2Iogﬁ\/§=—2x1=—2
4
Iogﬁgzlogﬁ(\@) =4Iogﬁ\/§=4x1:4

1
A=log, (%j+ log, (10)-+log, ({’/ﬁ) = -log, 5-+log, (5x2) + log, [35]
3

3

A=—I0925+Iog25+log22+£Iogl3=1+llogl3
5 3 S

1 1 1
A=1-=log, ==1-=
5 913 5

3

4
5

Exercice?7 : On pose « =log,,(100)et S =log,(25)

Calculer g en fonction a




1100 In(2°x5%) 2In2+2In5
40 In(2°x5)  3In2+In5

Solution :ona: 4

In2s In(5°) 25 In5

D’autre part : ﬂzl = L= =
n16 In(z) 4In2  2In2

In5

In2 _2+45

N5 3428
In2

) 2+2
Aussiona: 4=

3

_2+4p B B
312 o a(3+28)=2+4f < 3a+2af =2+48
2-3a
3a+20f =2+4f=2(a-2)f=2-3a = = 2a-2)

3) Cas particulier a =10 ; logarithme décimal :
Définition :La fonction logarithmique de base 10
s’appelle la fonction logarithmique décimal et se

In x
t log et (Vx €]0, +[) (log = ——
note par log et (Vx €] [) (log InlO)

Propriétés :1) log(10) =1
2) (Vx> 0)(vr € Q)(log(x) =r & x=10")

3) (vr € Q)( log(10") =

4) log(x) >r & x> 10"

5) log(x)<r <= 0<x <10
Exemples : simplifier et calculer :

1)log,,100 2) log,, 0,0001

3) A=log(250000) + log /250 - log (125)

Solution :1) log,,100 = log,,10° = 2log,, 10 =2x1=2
2) log,, 0,0001=log,,10* = —4log,,10 = —4

3) A=log(250000) + log /250 - log (125)

A= log(250000) +log+/250 —log (125)

A=log(5° ><104)+% log (5° x10)—log (5°)

A=log5? + log10* +%(Iog 5% +10g10)—3log5

A=2Iog5+4|oglO+%(2logS+I)—3I095
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2
Exercice 8 :déterminer le plus petit entier naturel

A=2I095+4+I095+%—3I095=4+%=

n tel que: (gj >10%

H . 3 ) 20 3 ) 20
Solution : (Ej >10 QIOQ((Ej leog(lo )

Le plus petit entier naturel n, estdonc:

20

Exercice 9 :1) Résoudre dans R I'équation :
1) log, (2x)x(log, (x)-1)=0

n,=E +1=114

2) 2(logx)’ ~19logx-10=0

Ou log est le logarithme décimal

Solution :1) a) cette équation est définie ssi :

x>0 et 2x>0 donc : D = ]0;+oo[
b) Résoudre I'équation : log, (2x)x (log, (x)-1)=0
ssi log; (x)—1=0 et log, (2x) =0

ssilog, (x) =logs (5) et log, (2x) = log, (1)

sSsix=5 et Xzé donc: S :{%;5}

2) 2(logx)* —19log x—10=0

D =]0;+0c[ ONpose : logx =X donc:
2X?-19X -10=0
A=b? —4ac = (19)" —4x2x(-10) =361+80 = 441=(21) >0

_19+21
2x2

19-21 1

X
! 2x2 2

=10 et X, =




Donc : |OgX1 =10et log X, :_%

1
- 1 1 410
Donc: x, =10" et X, =10 2 = —= -
10p VIO 10

Donc: S = {1£00,101°}

Exercice 10 :1) Résoudre dans R les inéquations
et équations suivantes :

1) Iogl[x—%jzl 2) log,, (4x)+log,, (16x) =4

2

Solution : 1)a) cette équation est définie ssi :

1 1 1
X——>0donc: X>_- donc: D, = |=;+w
2 2 2

a) log [X—1j>l<:>log (x—1j>|og (Ejgx_£<1
U2 0 2) 2 272

car: log est strictement décroissante

donc: x<ldonc: s =]_oo;1]m}l;+oo[=}l;1}
2 2

2)a) cette équation est définie ssi :
4x>0 et 16x>0 et 2x>0 et 2x#1 et 4x#1

donc: X>0 et X:«ﬁ1 et X;tl
' 2 4

donc : D, =10; +oo[_{l;l}

b) vxeD, : 10g,, (4x)+log,, (16x) =4 <
< log,, (2)+log,, (2x)+log,, (4x)+log,, (4)=4
Oron a log, (a)=1 donc :

& log,, (2)+log,, (4)=2

_In(2) 1

Et o 2)= =
ona: log,, (2) In(2x) log, (2x)

log, (2x) =log, (2)+log, x =1+log, X

1

Donc : log,, (2) = 1+ 10g, X
2
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In(4) 1

B In(4x) - log, (4x) o

D’autre part on a : log,, (4)

log, (4x)=log, (4)+log, x=1+log, X

In(x) In(x) 1
in(4) " 2in(2) 2 %"
2

1+;Iog2 (x) 2+log; (x)

Et puisque : log, x =

Donc : log,, (4)=

1 . 2
1+log, x 2+log, x

Donc I'équation devient :

Cad: 2(log, x)2 +3log, x=0

Cad : Iogzx:_?3 ou log, x=0

Cad'x—Z%B—i 2 —L ou x=1
| NN
1
donc: S={—=:1
{NE }

4) Applications

Exemplel:A) soit la fonction J définie
par: g(x)=x—Inx

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la

fonction g et déterminer les limites aux bornes
de D,

2) Déterminer la fonction dérivée de la fonction g
puis dresser le tableau de variation de g

3) en déduire que : ¥vx >0 X > Inx
B) soit la fonction f définie par :

Ch
(o)

-1
1)Montrer que D, =[0;+o[

:Si.x>0

2)Montrer que f est continue a droite de O
3)calculer : lim f(x)

X—>+00

4) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite
de O




2(1-1nx)

5) Montrer que : Vx € ]0;+oo[ f'(X):(x Inx)

6) Dresser le tableau de variation de f

7)déterminer les points d’intersections de C, etla
Droite : (A):y=1

8) Montrer que : C, coupe l'axe des abscisses

1
en un point d’abscisse dans }E;l{

9) Construire la courbe C, dans un repére
(O;T;]) (In2~0,7 , e~27)

Solution :1) P = 10+

X—>+0 X—>+00 X—>+00 X

lim g(x)= lim x—Inx = lim x(l—ln—xj

. Inx
Car: lim—=0
X—>+00 X

lim g(x)=lim x—Inx=+00 Car: limInx=—o0

x—0* x—0" x—0"

2) 9'(x)= (x—lnx)' -1
X
Le signe de: g'(x) est celuide x—1 car x e |0;+o0[

Tableau de variation de g

x 0 1
fl(a)
f)

+

— (I)
1

—+C

>0 -+
\1/

O

3)on remarque que : que la fonction g
Admet une valeur minimal en X, =1

g(1)

Donc : 0<1<x—Inx Donc: INX <X vx e |0;+o0]

Donc : g(1)<g(x) vxe 0+ =1

X+ Inx
X —Inx

f(x)=

B)1)
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f est définie ssi x—Inx=0 et x>0
OnaO<x—Inx donc: x—Inx=0 eton a f(0)=—1

Donc : D, =[0;+[

X
Inx| —=—+1 X 1
X + Inx . Inx
= lim

x—0 " X -
Inx| — -1
Inx

lim f(x)= lim
x—0 * x—=0 " X — lnX

. . X _ 0
Eton a lim Inx = -0 donc lim—=0 et — =0
X0 x-0" [nX 0

lim f (x)=-1= f (0)

x—0 *

Donc :f est continue a droite de O

3)
Inx
| X(l"‘} 1+In7X
) . X+1Inx . )
lim f (x) = lim =lim X J _lim—X =1
‘i e X—INX e Inx o 4 INX
x| 1-— 1-—
X X
. Inx
Car: lim—=0
X—>+00 X

Interprétation graphique :la droite Y =1 est une

asymptote a la courbe de f
4) Etude de la dérivabilité de la fonction f a droite
deO:

X + Inx X +Inx + x —Inx

f(x)-f(0 +1
IimM: lim X=I0X_ _ im X —Inx
X—0 * X—0 x—0* X %0 * X
= lim ——— = lim =0=f/(0
x—>0*x(x_|nx) x>0+ X — InX d( )

Donc : f est dérivable a droite de O
5)

f'(x)= =

[:(: ::ij' (x+Inx) (x— I(n;i;n(xzj Inx) (x - Inx)’

1 1
(1+j(X—|nX)—(X+|nX)(1—j NI TV P SV R P
X X X X

(x—lnx)2 (x—lnx)2

2-2Inx_ 2(1-Inx)

(x— Inx)2 (x— Inx)2

VX e ]0;+oo : f'(x)=

6) tableau de variation de f : x € ]0;+o]

14




Le signe de: f'(x) est celui de 1—Inx

1-Inx>0<1>Inx<Ilhe>Inx<e> X
Tableau de variation de f

a 0 (&
S -+

Fa)

o0

(I) —
1
e+1

/ e—1 \ L

1

7) points d'intersections de C, et (A):y=17?

X+Inx

f(x):1<:> =1< X+Inx = x—Inx
X —Inx

f(x)=1le2nx=0<x=1
le point d’intersection de C; et la Droite : (A):y=1
est: A(L1)

8) f est continue sur D, =[0;+x[ donc continue

1 1
1 7+In(1) —
Sur:{—;l} etona: f(1)=2 —2_1s590
2 Lng 1
2 2
1+|n[1j L, L-2n2
Et f[ljzz 2)_2 2 1-2In2

T1+2n2 1122

+In2

Donc : d’aprés le théoreme des valeurs

intermédiaires : I'équation f(x)=0 admet au
moins une solution dans E;l{ cad C, coupe

I'axe des abscisses en un point d’abscisse
dans F;l[
2

9)
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Exemple2 : Considérons les fonctions f etg

definies sur]-1; o[ par :

2 23
X

f(x):ln(1+x)—x+X? et g(x)=|n(1+x)—x+?—§

1)a)calculer les limites suivantes : lim f(x)

x—>-1"

lim f(x) ; lim g(x)

X—>+0 x—-1"

b) montrer que : vxe]-L+] ONa:

o(0)-(w

In(1+x) 2x° —3x* +6x
1+ X 6(1+X)

et en déduire : lim g(x)

X—+0

c) Etudier les variations les fonctions f et g
Puis dresser les tableaux de variations de f et g

2) en déduire que Vxe]0;+oo[:
2 2 3

x— 2 < In(1+x)< -2 X
2 2 3

_x=In(1+x)
3) calculer : lim ———=
x—0" X

4)monter que : Vvx e |0;+o[ :

2 3 4 2 3
-l XX In(1+x)< -2 X
2 3 4 2

Solution :1) Iirr} In(1+x)?

Onpose:t=1+X x->-1 <t->0




lim In(1+ x) =limInt = —o0
x——1" t—0"
Etona: Iim—x+X2 —1+1—
' 2 2

x—-1"

N | w

2
Donc : lim f(x)= lim In(1+x)—x+x?:—oo

x—>-1" x—-1"

2 2
: . X
lim f(x) 2 ona: i —x-+ = = lim == o0

X400 X—>+00 X—>+00

Etona: lim In(1+x)=+c0 donc lim f(x)=+x

X—>+00 X—>+00

lim g(x)=? ona: lim In(1+x)=—oo

x—-1" x——1"

X2 x* 11

Et im -—x+——-—"—==—= donc:

I -
lim > 3¢ im g(x)=-oo

x—>-1

b) montrons que : vxe]-1+0 ONa:

o(0)-(w

In(1+x) 2x°-3x*+6x | ,
1+ X 6(1+x) '

vxe]-L+u] X—In(1+x) est dérivable donc f est

dérivable eton a:

(1+x)' 1 X
f'(x)=—L-1+x=——(1-X)=——>0 1
(X) 1+x o 1+x ( X) 1+x e L]
f'(x)=0<=x=0

Donc : tableau de variations de /"

@x —1 (0] —+oo
F(x) —+ 0 —+
+oo
f(x) /O/
e

C2) Etude des variations les fonctions g ?

g est dérivable sur vxe]-1+x[ €tona:

1 -
! - 1_ 2 -~
g(x) 1+x ( X+X) 1+x

Le signe de g'(x) est celui de —x

Donc : tableau de variations de g :

2x3—3x2+6x]

Q(X)=|ﬂ(1+X)—[X—X§+X§]:In(l+x)-[ -

(=103

Déduction de : lim g(x) 2

In(1+x) 2x°-3x’+6x
1+X 6(1+x)

lim g(x)= lim (1+x)

X—>+00 X—>+00

In(1+x) 2x*-3x*+6x
1+X 6(1+x)

In(1+x)

1+X

lim

X—>+0

?0n pose: t=1+x

X400t —>400 done:

In(1+x

jim M%) _ i It

X—>+00 1+X to+o

o 2x3=3x*+6x .. 2x* .. Xx?

lim = lim =—=lim — =+
X—>+00 6(1+ X) Xx—>+0 GX x—>+0 3

Donc : lim g(x)=-» car lim 1+ X =+

X—>+00 X—>+0

C1) Etude des variations les fonctions f?

Prof/ATMANI NAJIB

€T —1 0 —+oo
g'(x) + 0 -

2) déduction d’un encadrement de In(1+x) ?

Des variations les fonctions f et g en deduit que :

g(x)<0< f(x) Vxe]0;+o0[ donc:

2 3 2
In(1+x)—x+x——x—<0< In(1+x)—x+x—
2 3 2

X2 X2 3
Donc : x—?<ln(1+x)<x—?+§ Vx € |0;+oo
3 lim x—In(21+x) )

x—0" X

X X X
Donc : x—?<ln(1+x)<x—?+§ on deduit que

x X=In(1+x) 1
E—§<%<E et puisque : Iiml—gzé

x—0"
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lim x—In(21+x) :%

x—0" X

Donc :

4)montrons que : vx e |0;+o[ :

XZ X3 X4 X2 3
X——+———<I(1+X)<Xx——+— ?
2 3 4 2

Soit y la fonction définie vx e -1+

w est dérivable sur vxe]-1+] €tona:

4

' —q' 3:X_>0
w'(x)=0'(x)+x Tyl

VXe]—l;+oo[
y'(x)=0<x=0 donc y strictement croissante
Sur |-1;+oo

X202 p(x)2y(0)=0

¥ X x
donc: X——+—-—=<In(1+X :
> 372 ( ) Vx € ]0; +oof

Exemple3 : 1) Résoudre dans R les inéquations
et équations suivantes :

1) log,(7x-1)"=0  2) log,(5x+1)=2

Iog3(5x +1)
Iog3(7x 1)

Solution : 1)a) cette équation est définie ssi :
1 1
7x—=1+0 donc : X¢7 donc : D, =R—{7}
") log, (7x-1)" =0 (7x-1)" =1
2
& 7x-1=1o0u 7x-1=-1 <:>x=? ou x=0

donc: s= {o;g}
7
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2) log,(5x+1)=2
2)a) cette équation est définie ssi : 5x+1>0

Donc : D, =}—%;+oo[

log, (5x+1) =2 < 5x+1=3 ©5x:8<:>x:§

Puisque : §e}—1;+oo[ alors i s :{§}
5 5 5
Iog3(5x+1) 1
Iog3(7x 1)

a) cette équation est définie ssi : 5X+1>0 et

log, (7x~1)" #0 et 7x-120

d'X>—1 tX?f'EE tX?'fg t x=0
cad : c © - e - e

o Hed b

D’abord étudions le signe de : Iogg(7x—1)2

log, (7x-1)° >0 < (7x-1)° >1 car: log est

strictement décroissante

<:>(7x—1)2

lcas:si: xe —1;0 U g;+oo
5 7

log, (7x-1)* >0

~-1>0<x(7x-2)=0

[ on a donc:

log, (5x+1)

<1 log, (5x+1) < log. (7x 1)
Iog3(7x 1)2 g3( ) 93( )

& 5x+1<(7x-1)" = 0<49x* ~19x

1 19
< Xe |—=:0] U |—;+w
}5 [ }49 [




2cas:si: XG}O;E[L)F 2[ on adonc:
7 77
log, (7x-1)* <0
log, (5x+1) )
&< log, (7x-1) <log, (5x+1
log, (7x - 1)2 9 ) 9 )

& (7x-1)" <5x+1&49x* -19x <0
‘DXEGO;E[UF;EDG[O 19}:>x }0 E[U 1;
70 |77 49 1Y 7

Donc : 5=}—E;O[U}O;l{u}l;g[u{gﬁw
5 49" |

7 77
Exemple4: Considérons la fonction f définie
; f(x):x—3+i lI
1) Déterminer 'ensemble de définition de la

2xX 2
fonction f
2)montrer que le domaine d’étude de f est :

D; =10;1] U [1;+oq

3) Déterminer les limites aux bornes de D.

2

x+1
X— 1

4) Etudier les variations de f sur D

5) Etudier les branches infinies de (C, )

la courbe de f

6). Construire la courbe (C, ) dans D,

Solution : 1) f(x):x—3+i lIn x+1
2x 2 |x-1
cette fonction est définie ssi: X#0 etx =1
tX—+1¢O
x-1

donc: x#—-let x=let x#0
donc : D, =R—{-1;0;1}
2)le domaine d’étude de f ?

a) VxeR—-{-1,0;1} ona —xe R—{-10;1}
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a

—x-1

Donc : f(-x)+f(x)=—6

Donc : f(2x0—-x)+ f (x)=2x(-3)—f(x)
Donc le point : 1(0;-3) est un centre de symétrie

de (C, )la courbe de f

donc |l suffit d’étudier f sur :

D. =10;1] U ;400
3) les limites aux bornes de D. ?

lim f (x)=+o

x—0"

. Ix+1 ]
Ona:liml—==+w et limInt =+

x—l‘

Xx—1 t—+o0
donc: lim f (X):+oo
Xx—1
X+1 ]
ona: limIn=—==0 donc: lim f(X):+oo
X—>+00 X—l X—>+00

4) Etude des variations de f sur D; ?

La fonction f est dérivable sur les intervalles

J;+o0[ et 0;1] (somme et composées de fonctions

dérivables)
3 11 1 (2X2—1)(X2—3)
- f(x)=l-—+= - =
etona: f/(x 2x2+2(x+1 x-1J 2¢ (% -1)
vx e |0, UL +oof
Donc : tableau de variations de /"
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T [0 ? 1 V3 400
f@f - 0+ -0+
+00 +oo| 400 +00
f(z) ™~ -~ ~ g
f(v2/2) f(v3)

5) Etude des branches infinies de (C, )

la courbe de f?

e lim f(x):+oo donc : x=0 est une asymptote

x—0"

de la courbe de f

e limf (x):+oo donc : x=1 est une asymptote

x—1

de la courbe de f
e X=-1 est une asymptote de la courbe de
f (par symétrie)

3 1 |x+1

0] o f —(X=3)=—+=In|—=

* na (X) (X ) 2X 2 " x-1

. .3 1 |x+1
| f —(x=3)= lim —+=In|—|=0

\X\Ler (X) (X ) \X\Lryw 2x+2 n x—-1

Donc : y=x-3 est une asymptote oblique de la

courbe de f au voisinage de +o et —w

c

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
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C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que l'on devient un mathématicien






