f

Etude de fonctions

1) Limite d’une fonction (Rappel)

terme de plus haut degré

Limite d’une fonction polynéme
«Si f est une fonction polynéme alors lim f (x)= f ().
X—a

e La limite d’un polynéme en + o ou — est celle de son

Limites usuelles
Soit neIN ™ ona:

e lim x" =40

X—>+00

e lim x" =—oo0 si n est impair

X—>—00

Limite d’une fonction rationnelle

e lim x" =+00 si nest pair

X—7?

X—>—00
e La limite d’une fonction rationnelle en +oc ou —oo est celle 1
du quotient des termes de plus haut degré. * XILTOOF =0
= Soit f une fonction rationnelle tel que : f(x):% Limites trigonomeétriques
. sinx . tanx
. X 0 e, ., im——=1 ; lim——=1
= Sj Ilmﬁz(—j forme indéterminée . C’est a dire a est x>0 X x>0 X
X—a
qx) 0 i 1-cosx 1
une racine de p(x) et q(x) e o
) X) .. (x- X) .. X
donc ImM:Ilm( a)p( )=I|m P(x) Y —
wag(x) oa (x—a)g(x) g (x) Formes indéterminées
+oo+(—0) et  Oxoo
Limite d’une fonction irrationnelle
|- si i - 0
. imf(x)=a, avec (a>0) alors | f _ 0
tim () (220) lim [T (x) =a v ot |2
*Si limf(x)=+0 alors lim[f(x) =+ 0 00

Operations sur les limites

Limites et ordre.

Dans ce paragraphe, a désigne un nombre réel ou
+ 000U — o, LetM sontdeux nombres réels.

Dans ce paragraphe, a désigne un nombre réel
OU + OU —oo .

Limite de la somme de deux fonctions. Théorémel: Soient f et g deux fonctions
lim £ (x) L Ll L l+olcowl+ow definies sur un intervalle .
limg(x) M [+oo|-co]|+m|-oo|—| |[|=Si(VXxel); f(X)2g(xX) et limg(x)=-+eo
Ixig;(f(x)Jrg(x)) L+M|+wo|-w|+wo|-w|F.I alors !(ng(x)=+°o-
I= Sj . < i - _
Limite du produit de deux fonctions. Le signe se Si (VX el ) f (X) N g(X) et le_r)g 9 (X) =
2 dét 1 . _
!(ILT; f (X) L L=0] o 0 eﬁ e alors !(ILT; f (X) =—00.
: tant — -
limg(x) M | o | © | © |2 sagleces|| [THEOREME DES GENDARMES : Soient f , g et
im(f)xg() [LxM| o | o | E 1 [ S9NeS h trois fonctions définies sur un intervalle
— l.et k unréel.
Limite du quotient de deux fonctions. Si (Vxel); g(x)< f(x)<h(x)
lim 7 (x) L |L#0]o| o] O et limg(x)=limh(x)=k Alors lim f (x)=k
limg(x
img(x) M=0] 0 Moo [0 Lemme :
|im[ﬂ] Loy o olri|ea] [|ST(mxen:|f(x)-K=g(x) et limg(x)=0
9(x) M Alors lim f (x) =k
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EXERCICES ET PROBLEMES

Exercicel: Calculer les limites

1) lim 2+3x*-x°

X—>+00

2) lim x> -2x+5

X—>—00

3) lim (x'—2x+1)

e .

4 tim 2>
x>-o X —X° +9

3

5) lim 2% >
x>+0 X© —6X+9
. 3x-1

6) lim

) X—>+0 X2_3X

X2

4% +1
8) lim x+1

x—1* X

x* —5X + 4

x> -1
x>3 X2—4X+3
1D lim ——

\/4x +5-3
x—1
12) lim \/4x2+ —2X

X—>+00

13) lim V4x2+3 +2x

7) lim

X—> 40

9) lim >

x—1

——0 3
14) lim 2 -8
X—2 X -4

15) lim v4x2+3 —x

X—>+00

16) lim v4x2+3 +x

17) m———— (X 3)

=3 X —x+1-1
18) lim v/x* + x—1-3x

X—>+00

Exercice2 :
: e : 3x -1
Soit f la fonction définie sur I’intervalle I =10 ; 3[ par: f(X) =—; 3
X" —oX
1) Etudier le signe de f sur I’intervalle I.
2) Calculer les limites de f aux bornes de I.
Exercice 3 :
x® -1
Soit f lafonction définie sur IR\ {3} par f (x) = ——
X —6x+9

1) Etudier le signe de X* —6X+9.
2) Calculer les limites de f aux bornes du domaine de définition.

. f(x
3) Calculer : lim (x) et lim f(x)—x
X—>+00 X X—>+00
Exercice 4 :
Soit f la fonction définie sur IR par: f(x)= X
VX2 +1+x
1 1
1) Montrer que, (Vx> 0); | f (x) — 5 <=
X

2) Endéduire lim f (x)

X—>—+00

Exercice 5 :
Soient (C f) et (Cg)les courbes représentatives respectivement des

fonctions fetg.
Y3
1\
I\ %,
1) Conjecturez -
3) (Df)et(Dg) 1f
b)Iinj1 f (x) et lim g(x) :
X—> x—0" —_—

o t([02)) et g([0i9]) O
d)Le signe de f(X). . \
e) Lesignede g'(x). | \s
f) Le tableau de variation de f.
2) Quelles sont les solutions des équations:
fFx)=9(); f(x)=0; f(x)=-1et g(x)=1

3) Soit m un réel donne, donnez le nombre de solutions de 1’équation

2 —
19) Iiml cgs X f(x)=m.
x>0 X 4) Résoudre graphiquement 1’inéquation: f(X) < g(X).
20) lim Y X*+X+3+X-5 | |5) supposons que D, =[-9;9] et festune fonction paire .
2 i(_ 2 a) Donnez lavaleur de: f(—4) et f(—7)
21) Xlirpwxsin[;j b) Complétez la construction de la courbes (c;f ) :
22) "rg tan x —Ssin X 6) Construire la courbe de la function | f | sur 'intervalle [O; 9] .
X—> X
. 1-cosx
23) lim < . ——
X*I X Le succes est la somme de petits efforts, repetes jour
+C0S” X S
24) Ix—>0 W apres ]0“1.0 Leo Robert Collier
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I1) Continuité d"une fonction.

1) Continuité en un point- continuité a droite - continuité a gauche

Définitionl: Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert l et ael.

On dit que festcontinueen asi lim f(x)= f(a)

Attention: Une fonction ne peut pas étre continue en un point qui n'appartient pas au domaine de définition,
cela n'a aucun sens.

Définition2: Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a;a+a[ avec a>0.
On dit que f est continue a droiteenasi lim f(x)= f(a)

Propriétél: Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et ael.
On dit que f est continue enasi lim f(x) = lim f(x)= f(a)

X—a

Théoreme:  Si f est dérivable en un point a, alors f est continue en a.

Attention : La réciprogue est fausse.
2) Continuité sur un intervalle

Définition : On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle ouvert si elle continue en tout
point de I’intervalle.

Remarque : Dire que f est continue sur | signifie que [’on peut tracer sa courbe sans lever le crayon.

La fonction f est La fonction f est

discontinue en 2 car 2 2 continue en 2 car
lim £ () =3+ f(2) NN \ lim £ () =2= f(2)

41 O -1.0 112 131l 4le

Propriétés : - Toute fontion polyndme est continue sur IR.
- Toute fonction rationnelle est continue sur les intervalles ou elle est définie.

_ La fonction X X est continue sur [0,+00[ .

- Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur IR.

- La fonction tangente est continue sur ses intervalles de définition.

- Toutes les fonctions construites par somme, produit, quotient ou par composition des fonctions
précédentes sont continues sur leur domaine de définition.

Théoréeme: Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I.

Attention : La réciproque est fausse.
Exemple : la fonction X |X| est continue, mais n’est pas dérivable en zéro.

3) Image d’un intervalle et d’un segment par une fonction continue.

Propriétés : L’image d’un intervalle | par une fonction continue f est un intervalle f(1).
= [’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Remarques : f ([a;b] ):[m; M] tels que m est le minima et M est le maxima de f sur le segment [a;b].

- Si I’intervalle | n’est pas fermé, alors son image est un intervalle qui peut étre fermé, ouvert ou semi-ouvert.
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Cas particulier :

L'image d'un intervalle I par une fonction f continue et monotone est un intervalle J=f(1I).

f(1) est I'intervalle:

Sil=...

f est croissante sur |

f est décroissante sur |

0]

[ (); f(0)]

[(b); F(@)]

Jaib|

Jtim £ tim 00

Jtim £00:tim £9

J<eib] Jtim £00: £0) ] [ (0); fim 1)
Ja; +o0] }Xlirzl f(x);XILerf(x)[ L'LTL f(x); lim f(x)[

4) Théoreme des valeurs intermédiaires.

Théoréme : Soit f une fonction continue sur un intervalle
[a;b].Pourtout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe

au moins un réel C de lintervalle [a;b] tel que f(c)=k
Autrement dit : I’équation f(x)=k admet au moins une

solution sur I’intervalle [a;b].

Interprétation
graphique:

La droite (D): y=k
coupe la courbe
de f enau moins
un point dont
I’abscisse est
comprise entre a
etb.

Corollairel : Si

f est une fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle [a;b] , alors, pour tout réel k
compris entre f(a) et f(b), I’équation f(x)=k admet une

solution unigue dans]a;bf .

Interprétation :
La droite (D): y=k
coupe la courbe de
f en un seul point
dont I’abscisse est
comprise entre a et b.

)

s
X

Corollaire2 : Si f est une fonction continue , strictement monotone
sur un intervalle [a;b] et f(a).f(b) <0 alors I’équation f (x) =0 admet

une solution unigue dans I’intervalle Ja;b[ .

Interprétation : la courbe de la
fonction f coupe I’axe des
abscisses en un seul point dont
I’abscisse est comprise entre a et b.

5) Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
Soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et J=f(1).

La fonction réciproque de la fonction f est la fonction notée f ~* définie sur J a valeurs dans 1, telle que :

f'(x)=ye f(y)=x avec

xed et yel.

4) Dans un repeére orthonormé, (C _,) et

Corollaires : Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle |, alors :

1) fadmet une fonction réciproque notée f~ définie sur J=f(1) & valeurs dans |

2) (wxel); fH(f(x))=x et

3) Lafonction f~" est continue et strictement monotone sur J=f(1).
(de méme sens de monotonie que k ).

(VyeJ);f(f‘l(y))z y.

sont symétriques par rapport a la

premiere bissectrice. (la droite d’équation y= X).

o4 1

~4

Théoréme(important): Si f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et k € f (I)
Alors I’équation f(x) = k admet une unique solution dans I.
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111) Dérivabilité I’ une fonction.
1) Dérivabilité I ’une fonction en un point.

Définition1 : Soit T une fonction définie sur un Définition2 : Soit T une fonction définie sur un intervalle
intervalle ouvert 1. et a un élément de |. de la forme [a ;b[ avec b>a .

Onditque T est dferlvablf €n a, s”il existe un nombre I o it que f est dérivable & droite en a, s7il existe un
e=11e) £(x)-f (a)

A - lim = . .
reel £tel que: I X—a t nombre réel £ tel que: lim a2
X—a —
Le nombre £ s'appelle alors le nombre dérivé de f en a , AN :
Le nombre £ s'appelle alors le nombre dérivé a droite en a,

etonlenote f'(a). etonlenote fy(a).

Propriété : f est dérivable en a si est seulementsi f est dérivable a droite en a, f est dérivable a gauche
enaet fy(a)="f;(a)

Interprétation géométrique du nombre dérivé.

1) Sif estdérivable enaalors (C, )admet une tangente en A(a; f (a)) d’équation: y = f'(a)(x—a)+ f (a)

2) Sif estdérivable enaalors x> f'(a)(x—a)+ f (a) est la fonction affine tangente a f au point a.

3) Si f estdérivable a droite en a alors (Cf ) admet une demi-tangente en A(a; f (a)) de coefficient
directeur fd'(a).

4) Si f estdérivable a gauche en a alors (Cf ) admet une demi-tangente en A(a; f (a)) de coefficient
directeur f;(a).

5) Si f estdérivable & droite en aetagaucheenaet f(a)= f/(a)alors A(a; f (a)) est un point anguleux.

o siin U

d'abscisse a une demi-tangente verticale.
2) Dérivabilité sur un intervalle - Fonction dérivée d’une fonction.

=00 alors f n’est pas dérivable a droite en a, Cependant, la courbe admet au point

Définition: Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

= Onditque f estdérivable sur I si elle est dérivable en tout réel x de I. Dans ce cas, la fonction qui a tout
réel x de I associe le nombre dérivé de f en x est appelée fonction dérivée de f et se note .

= Onditque f estdérivable sur [a;b] si elle est dérivable sur ]a;b[, dérivable a droite en a et dérivable a

gauche en b.

Propriétés : Toute fonction polynéme est dérivable sur IR .
= Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.
= Les deux fonctions sin et cos sont dérivables sur IR.

= Lafonction X+ /X est dérivable sur ]0;+0 .

Théoréme (Dérivation d’une fonction composée) :
Si u est une fonction definie et dérivable sur | et v une fonction définie et dérivable sur J tel que u(l)<=J,

alors VOU est dérivable sur letona: (Vxel); (vou)'(x)=v"(u(x))xu'(x)

Théoréme (Dérivation d’une fonction réciproque) :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle l et a e 1

» Si f estdérivablesurlet (vxel); f*(x)=0,alors f~ est dérivable sur J = f(l)et ona:
1
f'(a)

etsi  f'(a)=0 alors (f_l)'(f(a))=

(vxed); (f‘ﬂ'(x):ﬁ
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e Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et k un réel alors :

e Si(vxel);
e Si(vxel);f(

o Sij (VXEI); f’(x)>0, alors la fonction f est strictement croissante sur .

>0, alors la fonction f est croissante sur I.

<0, alors la fonction f est décroissante sur 1.

o Si(Vxel); f'(x)=0,alors lafonction f est constante sur I.

o Si (VX el ); f ’(x) <0, alors la fonction f est strictement décroissante sur |

*  Extremums d une fonction.

Opérations sur les fonctions dérivées Dérivées des fonctions usuelles
f (x) f'(x) f (x) f'(x)
u(x)+v(x) u'(x)+v'(x) k 0
A.u(x) A.U'(X) ax a
u(x)xv(x) u'(x)xv(x)+Vv'(x)xu(x) ax" n.ax"*
M U (X)xv(Xx)—u(x)xv'(x) \F L
v(x) (vO9)’ X 24X
EN —u'(x) 1 1
u(x) (u(x))’ X X2
Uov(Xx) u'(v(x))xv'(x) sin x COS X
a”/u(x) wx) COS X —sin x
ny/u(x)
n n-1 ' 2. _ 1
(u(x)) n.(u(x))" xu'(x) tan x L+tan’ x=——
3) Applications de la fonction dérivée.
»  (Dérivée et variations. Théoremes admis
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Remarque :

si (vxel); f'(x)=0
et f' s’annule en des

points isolés alors la

fonction f est
strictement croissante
sur |

Propriété : T est dérivable sur un intervalle ouvert I et acl.
e Si f’ s’annule en a en changeant de signe, alors f (@) est

un extremum local de la fonction f sur I.

Remarque: Si f'(a)=0 et f' ne

change pas de signe, alors A(a; f (a))
est un point d’inflexion.

= Concavité et dérivée seconde

Définition : Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle 1. et (C,) sa courbe représentative.

e Ondit que la courbe (C;)admet une concavité dirigée vers les ordonnées positives (convexe), s’elle est
entiérement située au-dessus de chacune de ses tangentes.
e Ondit que la courbe (C,)admet une concavité dirigée vers les ordonnées négatives (concave), s’elle est
entiérement située au-dessous de chacune de ses tangentes.

Propriété : Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
o Si(Vxel); f"(x)=0,alors lacourbe (C;)admet une concavité dirigée vers les ordonnées positives.

e Si(Vxel); f"(x)<0,alors la courbe (C; ) admet une concavité dirigée vers les ordonnées négatives.

o Si f"(a)=0 et f"change de signe, alors A(a; f (a))est un point d’inflexion.
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IV) Les branches infinies

La droite d’équation y = b est une asymptote horizontale a (C,) en +

La droite d’équation x =@ est une asymptote verticale a (C,).

Si  lim f(x)=b
Si lim f(x)=co

[ lim f(x)-(ax+b)=0 [
X—»+o0

La droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a (C,)en: «

X—>+c0

lim f(x): o

[ limM=w [ limM=a¢0 limM=0 ]
Xty ) P I ) xo4m  y
A 4 A 4
(C,) admet une 00 |« lim f(x)-ax=.. o b (C,) admet une

branche parabolique

T

branche parabolique

T

de direction ’axe des
ordonnées au

voisinage de + «

(C,) admet une

branche parabolique de
direction la droite
d’équation y =ax au

voisinage de + «

de direction I’axe des
abscisses au

voisinage de + «

(C,) admet une

asymptote oblique
d’équation y =ax+ b

au voisinage de + «

V) Axe de symétrie - Centre de symétrie
Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

On dit que la droite (A) : x = a est un axe de

symétrie de si pour tout X de Dona:

(2a—x)eD et f(2a—x)= f(X)

On dit que le point 1 (a;b) est un centre de symétrie
de si pourtout X de Dona:

(2a—x)eD e f(2a—x)=2b- f(X%)

VI) Fonction paire - Fonction impaire

On dit que f est une fonction paire : Si pour tout
f(=x)=f(x)

Remarque : La courbe d’une fonction paire est

xde D, ona: —xeD, et

symeétrique par rapport a ’'axe des ordonnées.

Ondit que f estune fonction impaire : Si pour tout X
f(=x)=-1(x)

Remarque : La courbe d’une fonction impaire est

de D, ona: —xe D, et

symétrique par rapport a I’origine du repere.

VII) Fonction périodique

(x+T)eD; et f(x+T)="f(x)

On dit que f est une fonction périodique s’il existe un réel positif T tel que : pour tout X de D, on a:

(T est appelé une période de la fonction f)

VIII) Position relative d’une courbe et d’une droite

Pour étudier la position relative d’une courbe
on doit étudier le signe de f(x)—(ax+b) surl.
e i (Wxel); f(x)—(ax+b)>0 , alors
e si (Wxel); f(x)—(ax+b)<0 , alors

et d’une droite (A):y=ax+b surun intervalle I,

est strictement au-dessus de (A)sur 1.
est strictement au-dessous de (A)sur I.
e Les solutions de I'équation f (x)—(ax+b)=0 sont les abscisses des points d'intersection de

et (A).
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IX) Fonction racine n*™

Définition : a désignant un réel positif et n un entier naturel non nul.

N ’ =y 7 n
On appelle racine n'*™¢ de a le réel positif noté Ya tel que (%) =Ya" =a.

Propriétes : Pour tous réels x et y positifs et pour tous entiers naturelsmetnona:

e X VX est la fonction réciproque de la fonction x > x" sur I'intervalle [0;+oo[.
s Ti=fioxsy  eB<Fex<y olk=yox=y oG] -7

o Ux="tx" o fux="vx o Pxily =gl * :ﬁﬂﬁ,/y#o

Remarque. Les régles de calculs sur les racines n™esont les mémes que celles sur les racines carrées.
X) Puissance d’exposant rationnel d’un réel strictement positif.

Soient X un nombre réel strictement positif et r un nombre rationnel tel que : r =Ep avec(p;q) e ZxN*,

p Y

P P
= Pxq q
On remarque que : (qu =x% =xP et (E'/Xp) =" donc YxP=x"

Propriétés : Pour tous réels x et y strictement positifs et pour tous nombres rationnels metnona:
® x"xy"=(xy)" ® XM xx"=xm" ° (xm)n =x™
n 0 m
.X_n{zj o Xy o L,
y y X" X

Remarque. Les regles de calculs sur les exposants rationnels sont les mémes que celles sur les exposants entiers.
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