page - 1- NIVEAU : 2PC - SVT R.esume.6 +"LES NOMBRES COMPLEXES @ .

e Le nombre de laforme z=a+bitel que acRet b eR s’appelle nombre complexe .
a=Re(z) partie réelle de z ; b =1m(z) partie imaginaire de z .

z=aeR s’appelle réel pur ; z=Dbi ;(b € R*) s’appelle nombre complexe imaginaire pur

e Z=a—bi s’appelle le conjugué de z=a+ bi.
C est ’ensemble des nombres complexes . C est muni des opérations I’addition et la
multiplication qui prolongent les mémes opérations dans R ont mémes propriétés que dans

R . le reste de la lecon on considéré Z=X+Yi et Z'=X"+Y'ide C (acRetbeR)
% Additiondans C : z+z"'=Xx+yi+X+y'i=(x+x")+(y+y')i . x,y;x'ety'eR

<% Multiplication dans C : zxz'=(x+yi)x(x"+y'i)=(xx"=yy")+(xy+yx')i.

Nombre
complexe cas particulier ke R : k.z=Kk.(x+yi)=kx+kyi
% L’inverse de z=a-+bi=0((a,b)#(0,0)) :
11 bl ey x oy
2 X4yl 2’z (XHyt)(X-ytE) x'24ytz x'24y2
. .z X+yi 7x7"' 1 -
% Lequotientdezpar z': —= == _xzxz

z' X+y'i z'xz' z'xz'

= %x(x+yi)(x'—y'i)=

i} XCHYY YX'-Xy
X"+

X"+y'? x4y

—— - ——— T T

[ PN T p—— — e - ——— -

Présentation o s ERss 1 IR L St RS |
géométrique
d’un
JEIEIER « A tout nombre complexe z=x+yi de € on lui associe le point M(x,y) de (P)c.ad.:

complexe
f:  C-(P)

z=x+yir>T(z)=F(x+yi)=M(X,y) (oubien OM =xii+yv)
Dans ce cas :
Le plan (P) est appelé le plan complexe .

Le plan (P) est muni d’un repére orthonormé direct (0, u, \7) )

le point M(x,y) est I'image du complexe z=X+Yi.

onnote M, _, ou M on lit le point M d’affixe z .de méme pour le vecteur OM(z) -

(@)
on note aussi z,, on lit z est ’affixe de M . de méme pour Z. .

(x+yi)

Si z=aeR alors M est sur I’axe des abscisses sera nommé axe réel .
Siz=bi, (b € ]R) alors M est sur I’axe des ordonnés sera nommé axe imaginaire .

YV V V V VY &
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Propriétés
des affixes

Conjugué de
Z=X+VYi
et
Propriétés

Module de
Z=X+Yi

Propriétés
du module

Argument
d’un
nombre
complexe
non nul

Remarque

A(z,); B(z,) ;C(z.) et I(z,) sont trois points du plan complexe (P) .

< Levecteur AB a pour affixe z

—-Z

A

% Le vecteur KAB a pour affixe k(zB —zA) .

% AC=KAB ; (keR) cad 7o —7, =k(z; —7,) ou bien -S4

< Lepoint | milieu de [A, B] a pour affixe z, =

ZptZp

-7
A_keR dotles
Zg—Zp

points A et B et C sont alignes (avec zg—z, #0)

e oo srde s d e e lie
] | ]
| L Momxeyip,

pa—

—

e il - -
\

e Z'=X—Yi est appelé le conjugué de z on note
2'=Z=X-YVi.

z
* z+z=2x=2Re(z) et z—- z=2yi= 2Im(z2)i.

eZ=7Zcet ZxZ=X2+y2 et z+2'=z+2" et

‘(Z':O); (ZT)=% ;(ij:%etzT:(E)p;

peZ(avec zz0sipeZ )

e Le nombre réel positif Nzz = ,\/xz +Vy? s’appelle le module de Z sera noté

.|z|=\E=

JX2+y2.

o Interprétation géomeétrique du module de Z : |z|= \/x?+y2 = HOM” avec M d’affixe

Z=X+YVYi.

e D’ou: HEH=AB=|ZB -z, -

Zp -2 B ) Zp—Z AB . o
o B "Al-""doncsiona |-2—A|=""—=1 alors le triangle ABC est isocéle en A .
Zo—2Zp Zo—z,5| AC
|z|=_z|=|z|=—z| |Z|=0<2=0
1] 1 7
= z2'#0 =lz|x|z'| | |z°|=|z|" . peZ et z#0
=T "Iz ( ) 2| | | 2" . p
h M, (M(Z) # O donc z = 0) est un point du plan
axe Imaginaire
: complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct
M(lley” (O'U'V) '
- n’. - -
OM, , Exeyi) —— e Toute mesure o de I’angle orienté (u,v) s’appelle
' . (u;OM)=af2m]
- argument du nombre complexe z on note :
v arg (z=x+yi) =a[2mw]  Ep——
Tl 7 | arg(z)=a [2n] ; dou arg(z)s(u,OM) (2] ou
- axe réel
: arg(z)=a+2kn ; keZ

e z=a>0 alors arg(a)EO [21t] et z=a<0 alors arg(a)sn [Zn] :
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e z=bi ; b>0 alors arg(a)sg [2r] et z=bi;b<O0 alors arg(a)s—g [2x] .
e arg(-z)=n+arg(z)[2n] et arg(E) =—arg(z)[2n] (sans oublier z=0).
arg(zxz")=argz+argz' [2n] peZ; arg(z’)=pxargz [2n]

Propriétés 1) . Z_ '
des arg(;) =-argz' [2n] arg(;) =argz—argz' [2x]

arguments

Si k>0 alorsarg(kz)=arg(z) [2x] Si k>0 alors
arg(kz)=n+arg(z) [2x]

< G z=x+yieC ; (z=0) tel que arg(z)=o [2n] ; |z|=r.
LERPINEITET[IEES e nombre complexe z s’écrit de la forme suivante :
trigorg(;c?nr(g?r"sique) z =[z|(cosa+isina) ou z=\/x2+y?(cosa+isina) ou z=| |z| ,arg(z)] ou

D’un nombre z= [r, a] chaque éecriture s’appelle écriture trigonométrique ou forme

complexe non nul . .
trigonométrique du nombre complexe non nul z

z=a>0 alors Z=[a,0] , Zz=a<0 alors Z=[—8.,TI:]

R
emarque Z=bi : b>0 alors [bﬂ . z=bi : b<0 alors [b,—g}

z=[r,a]=r(cosa+isina),
Les operations | z*=[r",a’]=r"(cosa'+isina"’)

zxz'=[r,a]x[r",a’]=[rxr" axa’] ou

Produit : zxz' | 22" =r(cosa+isina)xr(cosa'+isina’)

Abraham de = r"'((303(0l+0t')+isin(()c+q'))

S -
iz Moivreen | Produit: i 2" =[r.a]" =[r"na]
[S) 1736 IXZIXZ2=1
S o fois z”:(r(003a+isin oc))n =r" (cosna.+isinna)
2
S
P Cas particulier r=1: [1,a]" =[1",na.|=[1,na] ou
S Formule de
S MOIVRE encore N
2 (cosa+isina) =(cosna+isinna) formule de
; MOIVRE
2 o1 ey
% e [r',—a’] ou
g Inverse 1 1 1
= ;: r'(cosa'+isina') =F(cos(—a )+|S|n(—a ))
i= [r,a] =|:L,a—a'i| ou
_ z' [rie] Lr
Quotient

z _ r(cosa+isina) _

z' r(cosa+isina’)

%(Cos(a—a')+ isin(a—a'))

=
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* L’écriture trigonométrique de Z=[r,a]=[|z|.argz]| seranotée de la maniére

NCEUDITRGEIEIIEIER suivante z=[r,a]=r(cosa+isina)=re*
ou écriture i o ) )
exponentielle e z=re" s’appelle l’ecrlture_exponentlelle ou la forme exponentielle de z non nul

D’un nombre g s (aia\! _ aina. €0 iap) . 1
complexe non nul * proprietes : (e ) =€ eTls:e v

oaetpdeRetneZ.

—e® - e xe® =e**?) avec

aeR onpose z=[r,a]=r(cosa+isina) ona:

o

z+z e'*+e”

COos o = =
Z 2 on les appelle formules d> EULER
) z—z e'* —e =
SINo = - = .
21 21

Remarque : avec z =cosa+isino =€
. - —\ N
e " +e"* =2" +(z) = 2cosna

° einoc _eina — Zn _(Z

La notation | fut inrodute par E
Sroaticien suisse,

)n =2isinna .

. . —\Nn
° elnaxelnazznx(z) :1

Equation du deuxiéme degré de laforme Ze C/z2=a

a=0 alors S={0} a>0 alors S={\/a_,—\/5} a<0 alors S={i\/—_a,—i —a}

Equation du 2™ degré de la forme ze C/az2+bz+c=0;acR" beR et ceR avec A=b2-4ac

e A=0 donc S={_—b}
2a

—b++/A . —b-A

e A>0donc deux solutions réelles : z, = t z,=
2a 2a
: N —b+iv-A —b-iv-A
¢ A <0donc deux solutions complexes conjuguées : z, =——— et z,=———
2a 2a
b c
©z,+z,=——¢et Z,XZ,=—.
: Ceati a a
Remarques: factorisation de ,
a7? + bz 4C o A%0alorsaz’+bz+c=2a(z-z,)(z-z,) .
e A=0alors az’+bz+c=2a(z-z,)’

Ecriture complexe des transformations ( noté T ou bien f): translation — homothétie - rotation

. M
(Z) au pOInt (Z')

Transformation f dans le plan complexe qui transforme le point
f: (P)—>(P)
M_.—f| M =M"
0= (M) M

=
-4 -

C’est-a-dire On donne T ou bien f Donc il faut déterminer
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la nature de T ou bien f et Ses éléments caractéristiques
Transformation donnée de la forme f transforme le
Rappel point M(Z,) au point M (Z) avecz'=az+b ;(a, be (C)

i Ecriture complex
Transformation est : criture complexe

Le programme se limite a trois cas ( les valeurs de a )

o b 1casa=1 ona:z'=z+b

Translation : T =1, Zo; Eie_n Nature de la transformation : f est une Translation
—M" 1] Eléments caractéristiques :

f(M)=M"&MM'=u s'=74b a

e b est I’affixe du vecteur G de la translation f.

2tmecas a=k e R \{1} ona: z'=kz+b

Nature de la transformation f : f est une Homothétie
- . Eléments caractéristiques :

Homothetie : T =h (Q’ k) I-0= k(Z - m) o K rapport de I’homothétie f

Q centre de I’homothétie ou bien b b ,

K rapport de I’homothétie 7'=kz+b = k-1 est I’affixe du centre Q de

définitiol: . (b =o—koe C) I’homothétie f
f(M)=M"<QM’'=kQM e Remarque : Q est invariant par f doncf (Q) =Q

Doit - 7' =kz+b <> @ = keo-+b donc m=%

3™ cas o) =1 ona: z'=e“z+b
ou z'=az+b=(cosa+isina)z+b
ou z'=(x+yi)z+b ;(avec|x+yi|)

Nature de la transformation f : f est une Rotation
Eléments caractéristiques :

e oL OU arg(x+yi) est ’angle de la rotation .

e QOu
_ . b b b B b

Rotation : f =r(0,a) l1-a 1-€° 1—(cosa+isina) 1—(x+yi)
Q centre de I’homothétie b b
a angle de rotation 7' = (Z _m)eiu w=——= - est ’affixe du centre Q de la
définition : l-a 1-e

ou bien rotation f
f(|\/|)=|\/|'<:> z2'=e“z+b e Remarque :

P ™ % Q estinvariant par fdoncf(Q)=Q

QM'=QM (b=0-we") p (@)

Dou: z'=az+b < o=kon+bdonc co=1L.
—-a

) (@)

(WW) =q (211:)

YA ()
-®

% Deméme: a= arg(
z
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la géométrie et Les nombres complexes

AetBetCetD et cing points du plan complexe tel que leurs affixes sont z , et zg et z et zy et Z,

=AB=|z,-2,|

e 2, = 2222 affixe de | milieu de [ AB]
2

Mesure de (GKB) est:

( u, AB )Earg(zB—zA) [2n]

AC=kAB &z, -2z, =k(z,-2,)

Mesure de (Kéﬁi) est :

(;E;C_Ii) arg( )[21:]

z.—-2Z
o< A-keR ; (A=B)
Z,—-2,
A et B et C sont alignés équivaut a : (arg(=2—=2 Zg — A) n[zn] ou
ZC A

arg( A) o[2x] )

Remarque : (arg( Ze"%ny o[2x]ou arg( %8 ~
zZ.—2 Z.—

C A

A> 0 [x]

A) n[21t]]

équivaut a arg(—2=—= Zs —
ZC

Zw et Z¥ affixes des vecteurs U et
Vona

( u, v )sarg(ZG)-arg(Z;) [2n]

ou

(G,—Tx) arg( J[Zn]

Z-
U et V sont colinéaires équivaut Z—“ eR (Z\7 # O)

v

Z) *
U etV sont orthogonaux équivaut < Z—V = bi ;(b eR ) (Zo #* O)

u

o] 5:]-3 1

Acet B et C et D sont alignés ou
cocycliques équivaut a

Z.—Z Z,—27
D A>< B CGR
Z,—2, Zp—1.

L’ensemble des M d’affixe z
tel que : [2—-2,|=|z -2,

(AB)//(CD) <:>arg(ZD ZC) n [2n] ouarg( C)EO [2n] (AB)l(CD)@( AB, CD )Eg [x]
z,-2, -z,
Z.—Z T
e arg(22=2e)=0 [x] Sarg(>—=)= 9 [~]
ZB A B A
Relation complexe Signification géométrique

AM =BM . M appartienne & la médiatrice du segment[ AB].

L’ensemble des M c’est la médiatrice du segment[AB] .

AM =K

A A

lz—-z,]=k (k>0)

M appartienne au cercle de centre A et de rayon k .

z.-1 T £
= A=[r;4_r—:l=re 2
z,-2, 2

e Si re R"\{1} alors ABC est un triangle rectangle en A
e Si r=1 alors ABC est un triangle rectangle et isocéle en A.

z.-1
€ —Al=1 alors ABC est un triangle isocéle en A.
Zg—Z,
Z.-1Z2, L igi . PO T
= 1;ig =e alors ABC est un triangle équilatéral .
Z -7
B A
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