exercices : PRODUIT SCALAIRE
avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC série science expérimental filiere : svt+pc

PRODUIT SCALAIRE de I'espace

Exercicel : Soit ABCDEFGH un cube de c6té a
Calculer les produits scalaires suivants :

AF.GC ; AF.CD et DH.DC et EH.GC et
AE.DB

solution :1)calcul de AF.GC :ona: GC=EA car
ABCDEFG cube

AF.GC = AF.EA=—AF.AE _—AExAE =-a
(carE estle projeté

orthogonales de F sur (AE)
2)calcul de AF.CD :
Puisque ABCD est un carré
ona: CD=BA

donc : AF.CD = AF.BA=—ABx AB =—a?

(carB est le projeté orthogonales de F sur (AB)

3)calcul de DH.DC : Puisque DCGH est un carré
ona: DH.DC=0(DH L DC)

4)calcul de EH.GC :

EH.GC =EH.HD=0 (DH L EH)

donc : EH L GC

5)calcul de AE.DB :

Ona: (AE)L(ABC) donc (AE)_L(DB) car
(DB)c(ABC) donc: AE.DB=0
Exercice2 : 1)Soit A, B et C des points de
'espace tel que AB=+/5 et AB.AC=3
Calculer (—2@).@ :

2) sachant que HGH =2 et H\?H =3 etHG +\7H =5

Calculer :uv
solution :1)

(—2@).@ - —2@.(ETA+ E) - _2ABBA-2AB.AC
—=2AB.AB—2AB.AC =2AB2—
—2AB2_2x3=2x5-6=4

2)0na: iv=jusif -fof - |5 (5:-4-9%)-s

2x3
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Exercice3 : Déterminer les coordonnées d'un
vecteur 7 normal & un plan dirigé par (2, —1.3)
et U(4.0.2)

solution :Ces deux vecteurs ne sont clairement
pas colinéaires : une coordonnée est nulle pour
I'un mais pas pour l'autre.

On note i Y. 2),

Puisque riest normal au plan dirigé par wet v'alors
u.n = 0etu.n = 0.

On obtient ainsi les deux équations

2r —y+3z=0etdr +22=0

A l'aide de la deuxieme équation, on obtient

z = —2x. On remplace dans la premiére :

dr—y—6br=0—doa—y=0%y=—4r,
On choisit, par exemple x = let on trouve ainsi .
v(L-4;-2)

On vérifie 1 i =2+ 4 —6 = 0vet

v =440—4=0v,

Un vecteur normal au plan dirigé par les vecteurs
iiet fest n(L-4;,-2)

Exercice4 :Deux cubes d'aréte 1, sont disposés
comme indiqué sur la figure.

M est le milieu du segment [GK].

La droite (DL) est-elle perpendiculaire au plan

(FMI)?
Hy G M K
_.__,_‘_,_,__:'tD_—’E—""‘T"::T ...... - ..Q ........ {I. ...... J
a” B T
Solution : on se place dans le repére

(A; AB: AD: ﬁ) orthonormé

Voyons si DL est un vecteur normal au plan (FMI)
Il suffit de calculer;: DL-FM et DL-FI
Ona: DL=-AD+2AB+AE donc:DL(2;-11)

Ona: m:@w:m%ﬁ donc ;m@;xo}
Ona: Fl =FB+BI =—AE + AB donc:ﬁ(l;o;—l)
DL-FM =0 et DL-FI =120
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Donc : (DL) n’est pas perpendiculaire au plan
(FMI)
Exercice5: ABCDEFGH un cube tel que : AB=1

avec | le milieu du segment [EH] et J le milieu
de [EF]

1)Montrer que AG-EB=0 et que AG-ED=0
2) En déduire que le vecteur EG est normal au
plan (BDE)

3) Montrer que les vecteurs Fl etCJ sont
orthogonaux
4)l'espace étant rapporté au repére (A;E;E;E)

a) déterminer les coordonnées des points
F;C;letJ

B)Montrer que FI-CJ =0

et en déduire que FI etCJ sont orthogonaux

Exercice6 : Déterminer une équation du plan .2#
passant par A(4;2;-3) dont un vecteur normal est
ﬁ(l; —2;-1)

Solution :Une équation du plan “#est de la forme
X—2y—z+d=0

Le point A appartient au plan. Ses coordonnées

vérifient donc I'équation :
1-2%x2—(-3)+d=0=34+d=0sd=-3

Une équation de .#est donc x-2y-z-3=0
Exercice7 : ABCDEFGH un cube tel que : AB=1
avec | le milieu du segment [ AE]

On se place dans le repére (A; AB; AD; AE)

1) déterminer un vecteur normal au plan (CHI)

2) En déduire une équation cartésienne du plan
(CHI)

Solution :1)soit un n(x;y;z)un vecteur normal au

nCH =0
plan (CHI)donc {_ __
nCl =0

Ona: CH(-L01) et a(—l;—l;%j
-X+2=0 Z=X

Donc : =

1 1
—X-y+—-2z=0 —X-y+—=x=0
Y 2 Y 2
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Z=X
1 Puisque on veut un seul vecteur normal
YZ—EX

Alors on donne par exemple : x=2 on trouve

z2=2

y=1
2)I'équation du plan s’écrit sous forme :
ax+by+cz+d =0

donc un vecteur normal est 5(2;—1;2)

Donc: 2x-y+2z+d =0

Et puisque : C(110)e(CIH) donc:
2-1+0+d=0<=d=-1

Donc: (CIH): 2x—y+2z-1=0

Exercice8 : On considere les plans d'équations :

(P)2x—4y+z+1=0 et (P') x+y+2z-3=0
1)Monter que : (P)J_(P')

2)Déterminer I'équation cartésienne du plan (Q)
paralléle au plan (P) passant par le point
A(L-11)

Solutions :1)n(2;-4;1) et n'(112) les deux
vecteurs normaux respectivement de (P) et (P)
Ona:nn=2-4+2=0

Donc nLn' par suite : (P)J_(P')

2) (P)II(Q) et n estnormal a(P) donc est un
vecteur normal a (Q)

Donc une équation cartésienne du plan (Q) est:
2x—4y+z+d =0

Et puisque : A(-11)e(Q) donc:
2+4+1+d=0<=d=—7

Donc: (Q): 2x—4y+z-7=0

Exercice9 :L'espace est muni d'un repére
orthonormé (i; j; k). On considére le plan (P)
d'équation t +2y—z—1=10

1)Les points A(1;1;2) et B(2;1;1) appartiennent-ils
au plan (P)?

2)Calculer la distance AB puis les distances de
ces deux points A et B au plan (P).
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3)Le point A est-il le projeté orthogonal de B sur
le plan (P)?
Solution:1+2x1—2—1=0doncles
coordonnées du point A vérifient I'équation de.

On en déduit que A appartient au plan ( )
etdoncque 2+2x1—-1—-1=2#10

donc les coordonnées du point B ne vérifient pas
I'équation de (P)On en déduit que B n'est pas un

point de (P).

2) AB=(2-1) +1(2-1)° +(1-2)' =2
Calculons d(A;(P))etd(B;(P)).
Ona: Ae(P) donc:d(A;(P)

_ 2+2x1-1-1 2] _ £
1(B(P)- Jeezi(ay V6 3

ona: AB(L0;-1)

3)Un vecteur normal au plan (P)est n(12;-1)
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc
AB n'est pas orthogonal au plan (P).

Le point A n'est donc pas le projeté orthogonal de
B sur(P) .

ExercicelO :1)Déterminer I'équation cartésienne
de la sphére de centre Q(1, —1,2) et de rayon
R=3

2)Déterminer I'équation cartésienne de la sphére
de centre Q(0, —3,0) et qui passe par A(2,1, -1).
Solution : 1) 'équation cartésienne de la sphere
est: (x=1)2+(y—(-1))2+(z-2)2=3 <
(x=1)2+(y+1)2+(z2-2)2=9 <

& X2+ y2+722-2x+2y—-4z-3=0

2) S(Q, R) la sphére de centre Q(1, —2,0) et qui
passe par A(2,1, -1).

Donc: QA =R

—\/ Xa = Xq yQ) (ZA_ZQ)Z
OA =R =4/22+42+ (-1)2=+21

Donc I'équation cartésienne de la spheére est :
(x—0)2+(y—(—3))2+(z—0)2:\/Z2<:>
24+(y+3)2+22=21 X2+ y2+ 72+ 6y—12=0
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Exercicell : Déterminer une représentation
paramétrique de la sphere de centre
Q(-1, 0,2) etde rayon R=3
X=-1+3sinpcosd
Solution : Le systéme {y=3singsiné
Z=2+3C0s¢@
(¢;0) e R? une représentation paramétrique de la
sphere
Exercicel2 :Déterminer(S) L'ensemble des

points M (x;y;z)tels que
X:%+28in¢)COS¢9
y=-1+2singsind (¢;0)eR?
z=1+2cos¢p

Solution :soit M (x;y;z)e(S)

Donc : (x-Je+(y-(-1))+ (-1~

=(2sinpcosd)?+(2sinpsin§)2+(2cos )2

=4sin ¢’ (cos 62 +5in 62) + 4 ¢os g2

Donc : [x—%j2+(y—(—1))2+(2—1)2: 22

(S) L'ensemble des points M (x;y; z)est donc la
sphére de centre

Q(1/2,-1,1) etde rayon R=2

Exercicel3 : Déterminer(S) L'ensemble des
points M (x;y;z)dans les cas suivants :

1) (S,) :x2+y?+272—-2x-6y—-4z=0

2) (S,) X2+ y2+22-6x+4y+62+22=0

3) (S;) X2+ y2+22-2x+3y+2+7=0

Solution : 1)soit a=letb=3 etc=2et d=0
az+b2+c2—-d=1+9+4=14

Puisque a2+b2+c2—d =14>0

Donc : L'ensemble des points M (x; Y; z)est donc
la spheére (S,)de centre

Q(1, 3,2) et de rayon R=J1_4
2) (S,) X2+ y2+72-6x+4y+62+22=0

M(xy;2)e(S,)
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< (x2—6x)+(y2+4y)+(z2+62)+22=0 <=
(x—3)2+(y+2)2+(z+3)2=0

< X—3=0 et y+2=0et z+3=0

< x=3 et y=-2et z=-3

alors S, ={Q(3,-2,-3)}

3) (S;) :
M(xy;2)e(S;)

& (x2-2x)+(y2+3y)+(22+2)+7=0<

(x—1)2+(y+§)2+(z+1)2:—%alors S, =0

X2+y2+2722-2X+3y+2+7=0

2
Exercicel4 :Soit : A(-12;1)et B(1;,—1;,0)deux
points de I'espace
Déterminer 'ensemble (S)des points M (x;y;z)
de I'espace tel que : MAMB =0
Solution : (x+1)(x-1)+(y-2)(y+1)+(z-1)z=0
< X2-1+y2-y-2+122-2=0
& X2+y2+72-y-72-3=0

-3 ()
SX+H Yy-=| +|z2-=| ==
2 2 2
\ 11
Donc (S)est la sphere de centreQ(O;E;Ej et de

rayon R = \/%

Exercicelb :Soient(S)une sphére :

(S):(x=1)2+(y-1) +(z-2) =9
x=1-t

et (D)une droite :{y=1+t (teR)
z=1+t

Etudier la position relative de la sphére et la
droite

Solution :
x=1-t
y=1+t
M(xy;z)e(S)n(D)< 3teR/ L 1at

(x—1)2+(y—1)2+(z—2)2 =9

Donc : t2+t2 +(t-1)" =9 < 2t2-2t-8=0
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=t=2 ou t:_—4

3
x:%;yz—%;z=—%ou X=-1y=32z2=3

la droite(D) coupe la sphéere(S)en deux points
A(Z;_—l;_—lj et B(-13;3)
3 3 3

Exercicel6 :Soient(S)une sphére :

X2+y2+722-2Xx—-4y+2z2=0
X=2+3t

et (D)une droite :{y =4+t
Z=-2+5t

(teR)

Etudier la position relative de la sphére et la
droite

Solution :
X=2+3
M(xy:2)e(S)n(D) e aters |’ =
1=-2+5

X2+ Yy2+722-2x-4y+221=0

Donc:
(2432 (A1) +(-245) ~2(2+3)-4(4+1) +2(-2+5t)t-8=0
< 25t2=0 <t=0Donc :x=-2;y=4;,z=-2
la droite (D) coupe la sphere (S) en un seul point
A(2;4,-2) on dit que la droite (D) est tangente &
(S) en A(2;4,-2)
Exercicel? :Soient(S)une sphére :
X2+ y2+27224+2x-2y-1=0

X=-1+t
et (D)une droite :1y=1+2t (teR)

2=2

Etudier la position relative de la sphére et la
droite

Solution :
X=-1+t
M (xy:2)<(s)(D) s aterry! "7

X2+ y2+72+2x-2y-1=0
Donc : (—1+t)2+(1+2t)2+22+2(—1+t)—2(1+2t)—1:0

<5t2+1=0 Pas de solutions
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Donc la droite(D) et la sphére (S) n'ont pas de

points en commun, l'intersection est vide.

Exercicel8 :Soient(S)une sphére :
X2+y2+22-2x—-2y-14=0
Et le plan d'équation(P):2x—y-z+5=0

Etudier la position relative de la sphere (S)et le

plan(P)
Solution :Déterminons le centre et le rayon de la
sphére :Ona: x?+y2+22-2x-2y-14=0 donc

(S):(x=1)2+(y-1)" +2* =62
(S)est donc une sphére de centre ©(1;1;0) et de
rayon R=/6

(P

Et puisque : d (<;(P))=R=+6

Alors le plan (P)et la sphére (S) ont un unique
point en commun donc le plan (P)est tangent en
Ha(S)

Déterminons le point de tangence H qui est la
projection deQ sur le plan (P)

Soit n(2;-1-1) Un vecteur normal & ce plan(P)

X =142k
QH =kn =1-k
KeR/ o)
He(P) 7=-k
2X-y-2+5=0

Donc : 2(1+2k)-(1-k)-(-k)+5=0 <k =—1 Donc :
x=-Ly=2z=1Donc H(-12;1)

Exercicel9 :Soient(S)une sphére :
X2+y2+72-2x+22+1=0

Et le plan d'équation(P):x—y+z—-3=0
Etudier la position relative de la sphére (S)

et le plan(P)
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Solution :Déterminons le centre et le rayon de la
sphere :Ona: x2+y2+22-2x+2z+1=0 donc

(S):(x=1)2+y*+(z +1)2 =12
(S)est donc une sphére de centre ©(1;0;-1)et de

rayon R=1
Et puisque : d (Q;(P)):%:ﬁ> R

Alors le plan (P)et la sphere (S) n'ont pas de

points en commun, l'intersection est vide.

=

o

(S)n(P)=2
Exercice20 :Soient(S)une sphére :
(S):(x—2)2+(y—1)2+(z+3)2 =9

Et le plan d'équation(P):2x—y+3z—-2=0

Etudier la position relative de la sphére (S)et le
plan(P)
Solution :(S)est donc une sphére de centre
Q(2;1;,-3)et de rayon R=3

4-1-9-2 8
- VA+1+9 - <R

Et puisque : d (Q;(P))

N

Alors la sphere (S) coupe le plan(P) suivant un
cercle de centre H qui est la projection orthogonal
du point Q sur le plan (P) et de rayon

r=+R2-d2 = ‘/Q
14
Déterminons le centre H(x;y;z) du cercle

Soit n(2;-1;3) Un vecteur normal & ce plan(P)

3




x=2+2k

y=1-k

7=-3+3k
2Xx-y+31-2=0
Donc : 2(2+2k)—(1-k)+3(-3+3k)-2=0
3. 9

—Z

7 7

OQH =kn

JkeR/ &
He(P)

c>k:ﬂ Donc:x:g;y:
7 7

Exercice21 :Soie(S)une sphére :

(S):xe+y? +(z+2)2 =3

Et soit le point A(L;-1-1)

Vérifier que Ae(S)et Déterminer I'équations
cartésienne du plan (P) tangent a la sphére
(S)en A

Solution : 12+(-1)° +(-1+2)" =1+1+1=3

donc Ae(S)

Q(0;0;-2)est le centre de la sphére (S) et de
rayon R=3Etona : AQ(-11-1)

Donc : M (x; y;z)e(P)am.E:O

< —(x-1)+(y+1)—(z+1)=0

Donc I'équation de : (P):x—y+z-1=0
Exercice22 : on considere les plans d'équations
respectives(P) x—y+z=0 et(Q)
2X+3y+z2-6=0

et la sphére(S)de centre Q(1;2;4) et tangente au
plan (P) et soit la droite(A) qui passant par Q et
perpendiculaire au plan(Q)

1) monter que les plans (P)et (Q)sont

orthogonaux
2)a) déterminer I'équation cartésienne de la

sphére (S)
b)déterminer le point de tangence de (P)et (S)
3)a) déterminer le point d’intersection de

(4) et (Q)
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b) Montrer que le plan (Q) coupe la sphére (S)

suivant une cercle dont on déterminera le centre
et le rayon

Solutions :1)On a: n(%-11) Un vecteur normal
a(P) et ﬁ’(2;3;1) Un vecteur normal & (P)
Etona: nn =1x2+(-1)x3+1x1=0

Donc nLn donc (P)et (Q)sont orthogonaux
2)a)puisque la sphére(S)est tangente

au plan (P) Alors: d((P))=R

1-2+4)

-3
J12+(-1)2+12
Donc: R= J§

Donc I'équation cartésienne de la sphére (S)
est: (S):(x—1)2+(y—2)2 +(z—4)2 =3
2)b) le point de tangence H de (P)et (S)est

Etona:d(Q;(P)):

la projection orthogonal Q sur le plan (P)
donc H est le point d’intersection entre la droite
(D) perpendiculaires a (P) passant par Q et
ona: Fl(l;—l;l) Un vecteur normal & (P)donc
c’est un vecteur directeur de la droite (D)

la représentation paramétrique de (D)est
X=1+t

y=2-t (teR)

Z2=4+t

H e(D)n(P) Donc: (1+t)-(2-t)+4+t=0
<t=-1donc: H(0;3;3)

3)a) puisque (A)_L(Q) alors :

(D):

n(L-11) Un vecteur directeur de (A)

Etona: Qe(A) donc la représentation

x=1+2t
paramétrique de (A)est(A):1y=2+3t (teR)
=4+t
W (X y;2)e(A)N(Q)
6




donc :2(1+2t)+3(2+3t)+4+t—6:0

<:>t=—§ donc: W(E;E;gj
7 77 7

3°b) Montrons que le plan (Q) coupe la sphere
(S)suivant une cercle dont on déterminera le

centre et le rayon

N _|2+6+4-6] 6
ona:d((Q))= J2 3412 \/1_3<\/§

le plan (Q) coupe la sphére (S)suivant une

cercle de centre H qui est la projection orthogonal
du point Qsur le plan (Q)

et puisque (A) passe par Q est perpendiculaires
a (Q) en walors W (%;?J est le centre du

cercle (C)et le rayon du cercle (C)estr =+/R2-d?

avec d =d(;(Q)) Donc: r :\/%

Exercice23: on considére 'ensemble (S, ) des
points M (x;y;z) de I'espace qui vérifient
I'équations :

(S,) : mx*+my2+mz2—-2(m-1)x+2y+2z=0
Avec mun parameétre non nul

1) monter que(S,, ) est une spheére pour tout me R’

2) monter que tous les spheres se coupent
suivant un seul cercle dont on déterminera le
centre et le rayon

Solution : 1) mx*+my2+mz2-2(m-1)x+2y+2z=0&

<:>x2+y2+22—2(m—_1]x+£y+32:0
m m’- m

m- m
2 2 2 2

<:>(x—1+ij +(y+£j +(z+£j —(1—1J —%:0

m m m m/ m

1Y 1Y 1Y 1) 2
S| X=1l+t—| +|y+—| +| 2+—| =|1-—| +—

m m m m) m

2

2
Et puisque : (1—£j +—>0
m) m

<:>x2+y2+22—2(1—£jx+£y+32:0
m
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Alors : (S,) est une sphére pour tout me R’

de centre (1—1;—1;—1j et de rayon

m m m

R, = (1—£j2+i2
m m

2)soit M(x;y;2)€(S,) vmeR’
Donc : mx* +my2+mz2-2(m-1)x+2y+2z=0<
(X +y2+22-2x)+(2x+2y +22)=0: YmeR" &
{x2+y2+22—2x_0®{(x—1)2+y2+22_1

2X+2y+22=0 2X+2y+2z=0
Donc le cercle chercher et I'intersection entre :
la spheére(S): (x—1)"+y2+z2=1 etle plan(P) :
2X+2y+22=0
en effet le cercle existe car :

. 1+0+0] 1
d — =
Q) emm 5

le centre H du cercle est I'intersection entre (P)et
la droite (A) qui passe parQ est perpendiculaires
a (P)et puisque (A)L(P) alors : Fl(l;l;l) Un
vecteur directeur de (A)Etona: Qe(A) donc la
représentation paramétrique de (A) est

x=1+t

y=t
=t

H(xy;z)e(A)n(P)
donc :(1+t)+t+t=0

(teR)

et le rayon du cercle (C)est :

r:,/RZ_dZZ\/g

Donc : tous les sphéres se coupent suivant le
cercle(C)

Exercice24 : dans I'espace (€) est muni d’'un
repere (O;T;];R) orthonormé On considére les

z




plan (Pm)d’équations X+y—z-m=0 avec m

paramétre réel Et la sphére(S) de centre Q(1;2;1)

et le rayonR = 3
1)Etudier et discuter suivant le paramétrem la
position relative de la sphére(S) et les plan (P,)

2)soit (E) 'ensemble des réels m tels que : (P, )

m

coupe la sphére(S)suivant un cercle (C,,)

Déterminer 'ensemble des centres des cercles
(C,,)lorsque mvarie dans (E)

Solution : 1) (P,) : x+y—z-m=0
l+2-1-m| [2—m|

d, =d((P,))= -

n=d((R)) V1212412 B

& 2-m<3e-3<2-m<3<-5<-m<1
< -1<m=<5
le plan (P,) coupe la sphére (S)suivant des

cercles de centre C,, qui est la projection

orthogonal du point Qsur le plan (P, )

soit (A) la doite qui passe par Q est
perpendiculaires a (P, ) et puisque (A) L(P,)
alors : N(11-1) Un vecteur directeur de (A) Et

ona: Qe(A) donc la représentation

x=1+t
paramétrique de (A)est {y=2+t (teR)
z=1-t

le centre C, est le point d'intersection de (A) et
(Fn)
x=1+t

y=2+t
z=1-t
X+y-z-m=0

1+t+2+t—(—t+1)—m:0<:>3t+2—m:0

on va donc résoudre le system

m-2 ,
St= 3 donc les coordonnées du centre du

cercle
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m-2 m+l

X=l4+ —=—+—

3 3
d’intersection est y=2+T_2:mT+4
1_m_2:—m+5

3 3

3 3

et le rayon du cercle (C)est :

m(m+1-m+4-_m+5j et le rayon est :

|etR NE)

r= d 2 avec d_ _|2

/ |2—
\/ \/ (m2—4m+4) \/m
or = -
3 3 3

2cas :Si d(Q;(Pm))=\/§<:>%=\/§

&2-m=3<2-m=3 ou 2-m=-3

|2m

&m=-10um=5

la sphere(S)de centre Q(1;2;4) et tangente au
plan (P, )
Si m=-1

d'intersection de (A) et (P,)

- le point de tangence T, est est le point

Xx=1+t
y=2+t
z7=1-t
X+y-2+1=0
1+t+2+t—(—t+1)+1=0<3t+2+1=0

on va donc résoudre le system

<t=-1 donc les coordonnées du point de
x=0

tangence est y=1 donc T,(0;1;2)
1=2

si m=5

d'intersection de (A) et (P,)

. le point de tangence T, est est le point

X=1+t

y=2+t

on va donc résoudre le system L
z=1-

X+y-2-5=0

8




1+t+2+t—(-t+1)-5=0<=3t+2-5=0
<t =1 donc les coordonnées du point de
X=2
tangence est {y=3 donc T,(2;3;0)
1=0
3 . . |2—m|
cas :Si d(Q’(Pm))>'\/§C>T>'\/§

<|2-m[>3<2-m>3 ou 2-m<-3

&m<-1ou m=5

(Ra)(S)=2
2) les coordonnées des centres des cercles
m+1
X=——
3
m+4

d’intersections sont y:T et -1<m<5

_-M+5
3

c’est une portion de droite
Exercice25 : dans I'espace (€) est muni d’'un

repéere (O;i; j;k) orthonormé on considére
lensemble (S, ) des points M (X;y;Z)tq: (S,):
X°+y2+ 224+ mx+2(m-1)y+(m+4)z+1=0

avec m parametre réel
1)Montrer que(S,,) est une sphére VmeR

2)Déterminer I'ensemble des centres des(S,,)

lorsque mvarie dans R
3)Montrer qu’il existe un cercle (C) incluse dans

tous les sphéres (S,) meR et Déterminer le
plan (P)qui contient ce cercle (C)

4)Soit un point MO(XO;YO;ZO)dans I'espace tq

M, & (P)

Montrer qu’il existe une sphére unique qui passe
par M,

5)Montrer qu'il existe deux sphéres (S,,)
tangentes au plan(O;X;y)

Solution : 1)
X +y2+22+mx+2(m-1)y+(m+4)z+1=0
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2 2
<:>x2+y2+22+2gx+(gj —(%] +2(m-1)y+(m-1)’ ~(m-1)
2 2
+2(m+4]z+(m+4) _(m+4) 1120
2 2 2

ot e

2 2 1\2 2 0
@(ng +(y+m—1)2+(z+m;4j _4(m-1) +(nl+4) +m*-4

2 2 2
<:>(x+%j +(Y+m—1)2+(z+ m;4) _bm 4+16 =R’

6m’ +16
4
Alors : (Sm) est une sphére pour tout me R

>0

Et puisque :

m+4

de centreQ) (—%;1— m; —

2
R, =2 4*16 :%\/sz +16

2)Déterminons I'ensemble des centres des(S,,)

jet de rayon

lorsque mvarie dans R
les coordonnées des centres des cercles

1
X=-=m
2
d’intersections sont {y=-m+1 (meR)
z——lm—z
2

c’est une droite de vecteur directeur
ﬁ(—%;—l;—%j et qui passe par A(0;L-2)

3)Montrons qu'il existe un cercle (C)incluse dans
tous les spheéres (S,) VmeR :
X'+ y2+22+mx+2(m-1)y+(m+4)z+1=0
& X+ Y2224 mX+2my —2y+mz+4z+1=0
S X +y2+22-2y+4z+14m(x+2y+2)=0 VmeR
(S):x*+y2+22-2y+47+1=0
(P):x+2y+z=0

Donc le cercle chercher et 'intersection entre :
la sphére(S): x*+(y-1)2+(z+2)2=22 etle plan

(P) :x+2y+z=0

[{e]




en effet le cercle existe car : Q(0;1;,-2)
0+2-2)
d(Q;(P))=——=xro
( ( )) V12412412
donc le centre du cercle (C)est: Q(O;l; —2)

etlerayonest: R=2
et tous les sphéres se coupent suivant le cercle(C)

=0<2 donc Qe(P)

et le plan (P)qui contient ce cercle (C) est:
(P) :x+2y+z=0

4) soit My(X;Yy1%,)dans I'espace tq M, ¢(P) :
X+2y+z=0 donc X,+2y,+2,#0

Montrons qu’il existe une sphére unique qui
passe par M, :c d a I'existence d’un unique m ?

Mo €(S) < X, + Y2+ 2,2+ mX; +2(m=1) Y, +(m+4)z,+1=0
Mo €(S) < X, + Y2+ 2,2+ MX; +2(m=1) Y, +(m+4)z,+1=0
S X+ Y2+ 2,22y, + 42y +1+m (X +2Y, +2,) =0
< m(X, +2y0+zo):—(x02 +Y,2+2,2-2y, +4z, +l)

(X" + Y2+ 2y2- 2y, +42, +1)

Sm=
X, +2Y, +1,

6)Montrons qu’il existe deux sphéres (S,)
tangentes au plan(O;X;y) :

L’équation du plan : (O;X; y) est: z=0 donc

m+4
d(QmmOncy»=:%Jam2+16¢> J% c=%J6m2+16

< |m+4|= \J6m? +16 < (m+4)2=6m*+16
< m?+8m+16 =6m* +16
<5m’-8m=0 <> m(5m-8)=0

<m=0ou ng donc il existe deux spheres

(S, )tangentes au plan(O;X;y) :
(So): X*+Yy2+22-2y+4z+1=0

8 8 8
S, |1 X2+ Y2+ 22+ =Xx+2| —=1|y+|=+4 |z+1=0
[2] e g-1)ye{g+4

Cad : x2+y2+22+§x+§y+§z+1=0
5 5 5
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« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices

Que I'on devient un mathématicien

Prof : Atmani najib






