Résumé de Cours Limite et continuité

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC BIOF: PC et SVT

LIMITE ET CONTINUITE

DLIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

COMPLEMENTS (limite a droite et a gauche et
opérations sur les limites)

1)Résultats

Soient P et Q deux fonction polyndme et X, € R et

aeR" alors:
1)XILr2 P(x)=P(x) Z)ELTO%:Z&)) si Q(%)#0

3) limsinx =sinx,

X—>Xp

4) lim cos x = cos x,
X—>Xg

5) limtanx =tan x, si xo¢%+k7r keZ

X—>Xg

6) IlmJ_ \/Za X, 20 7) |Im—X=1

x—0
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Ces propriétés sont vraies si x tend vers a+ ; a— ; +oo
ou —oo
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2) Limites a droite et a gauche : RAPPELLES
Exemple : (Limites a droite et & gauche)

(x+1)2

=1

Soit la fonction f : x —
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Etudier la limite de fen X, =-1

Solution :Déterminons lim f (x) et lim f(X) 2
x—>-1 x—-1

x==1 x<-1
vxeR—{-11}
2
Si: -1<x=<1: f(x): (X+1) :_X+1
|x+]“x—]4 x—1
Donc : lim f (x) = lim-**2_¢
§3—_11 §3—11 x-1
Si:x<-1: f(x)= (x+1)° _x+1
[x+1|x-1 x-1
Donc ¢ lim f (x)= lim ** 1 =0
i:)—ll :j:llx_l
donc : XIanlf(x):lenzlf(x):Odonc: !Lnjlf(x)zo

IT) CONTINUITE D’UNE FONCTION
NUMERIQUE EN UN POINT :

1) Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle de centre a . On dit que la fonction f est
continue en a si elle admet une limite finie en a et
leig f (x) =f (a)

2) continuité a droite et a gauche

Définition :1) Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme [a,a+r[ our >0

On dit que la fonction fest continue & droite de a si elle
admet une limite finie & droite en a et

XILT f(x)=f(a):

2) Soit f une fonction définie sur un intervalle de la
forme Ja—r;ajour >0

On dit que la fonction fest continue a gauche

de @ si elle admet une limite finie a gauche en a

et XILT f(x)="f(a)

3) Prolongement par continuité
Théoreme et définition : Soit f une fonction

dont I’ensemble de définition est D, ; a un réel tel que
ag D et limf (x)=1 (finie)

f(x)=f(x);si.x=a
f(a)=I

Est une fonction continue en a et s’appelle un
prolongement par continuité de la fonction f en a

La fonction f définie par : {

=




I11) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS
CONTINUES.

1) Continuité sur un intervalle

Définition :Soit f une fonction dont le domaine de

définition est D, , soit ]a, b[ un intervalle inclus dans D f

1) On dit que f est continue sur I’ouvert] a, b [si elle est
continue en tout point de ]a, b[

2) On dit que f est continue sur [a, b[ si elle est continue
sur ]a, b[ et a droite de a

3) On dit que f est continue sur [a, b] si elle est continue
sur ]a, b[, a droite de a et a gauche de b

2) Opérations sur les fonctions continues

Propriétés :1)Si f et g sont deux fonctions continues en a
alors:a) f+g b)fxg o)Ifl

Sont des fonctions continues en a

2)Si f et g sont deux fonctions continues en a

et g(a) #0 alors

1 f . .
a) — b) — sont des fonctions continues en a.
g

3) Si f une fonction continue en a et f(a) >0 alors :
\/Test continue en a

Remarque :La propriété précédente reste vraie soit a
droite de a, a gauche de a ou sur un intervalle I (En tenant
compte des conditions)

Propriétés :1) Tout fonction polyndme est continue sur R
2) Les fonctions sin et cos sont continue sur R

3) Continuité de la composition de deux fonctions.
Théoreme : Soient f une fonction définie sur un intervalle
I et g une fonction définie sur un intervalle J tels que :

f(I) c Jet X, un élément de I.
1) Si f est continue en X, et g continue en f( X, ) alors

gof estcontinue en X, .

2) Si f est continue I et g continue en f(I) alors gof est
continue 1.

4) Limite de vou

Théoréme :Soit u une fonction définie sur un intervalle

pointé de centre X,telle limu(x)=1

X=Xy

si v est continue en [ alors XIlm0 (veu)(x)=v(l)

V) IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE

FONCTION CONTINUE

1) Image d’un segment (intervalle fermé) :

Théoreme : (Admis)

L’image d’un segment [a, b] par une fonction continue est
g: m=min f(x) et M =max f(x

le segment [m, M] ou: il ( ) et i ( )

Cas particulier :

1) Si f est continue croissante sur [a, b] alors :

f(la, b]) = [f(a), f(b)]

2) Si f est continue décroissante sur [a, b] alors :

f(la, b]) = [f(b), f(a)]
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2) Image d’un intervalle.

2.1 Théoréme général

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un
intervalle.

Remarque : L’intervalle I et son image f(I) par une
fonction continue n’ont pas nécessairement la méme
forme.

2.2 Cas d’une fonction strictement monotone

a) f continue et strictement croissante sur L’intervalle I

etaecl etbel

f([ab])=[ f(a); f(b)] et f([ab])=] f (a);lim f (x)

X—b
x<b

f(Ja:b]) = Iimxia(x);f(b) et f (Ja;b[)= Iimxia(x);limxib(x)

b) f continue et strictement décroissante sur L’intervalle I
etacletbel

f([ab])=[ f(b):f(a)] et f([a;b[)= limf(x); f(a)

X—b
x<b

f (Jab]) = f(b);limxia(x) et (Jasb[) = Iimxib(x);limxia(x)

V) THEOREME DES VALEURS INTERMEDIERE —
TVI. 1)Cas général

Théoreme T.V.I : Soit f une fonction continue

sur [a, b] .Pour tout A compris entre f(a) et f(b)

il existe au moins un c € [a, b] tel que f(c) =1

2) Cas fstrictement monotone.

Théoréme T.V.1 (cas f strictement monotone)

Soit f une fonction continue strictement monotone

sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un et un
seul ¢ € [a, b] tel que f(c) =4

Remarque : L’expression " Pour tout A compris entre
f(a) et f(b) il existe un et un seul c € [a, b] tel que
f(c) = A "peut-étre formulée comme :

" Pour tout A compris entre f(a) et f(b) I’équation

f(x) = A admet une solution unique dans [a, b]

3) Corolaires

Corolairel (T.V.1) :Soit f une fonction continue sur
[a, b] .Si f(a) x f(b) <0 il existe au moins un c € [a, b]
tel que f(c) =0

Corolaire2 (T.V.1) :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur
[a, b] .Si f(a) x f(b) <0 il existe un et un seul c dans
[a, b] tel que f(c) =0

V1) FONCTIONS COMPOSEES ET FONCTIONS
RECIPROQUES.

1)Théoreme :Soit f une fonction définie continue et
strictement monotone sur un intervalle I, On a f admet ung

fonction réciproque f ' définie de

N




J=f() vers 1.
donc f est une bijection de I vers f(I)

D’ou f admet une fonction réciproque f* de
J=f({)versletona:

f(y)=x =f*(x
{ (v)=x _ {y (%)

yel xe f(l)
(fofH)(x)=x wxef(l)
(f‘lof)(y):y vyel

2) Propriété de la fonction réciproque
Propriété 1 :Si f admet une fonction réciproque f "de

J=f() versIalors f ™ alaméme monotonie sur J que
cellede f sur .
Propriété 2 :Si f admet une fonction réciproque f

de J = f(I) vers I alors (Cf,l)et (Cf) sont symétriques

par rapporta :(A) y = x

Remarque :

La symétrie des deux courbes concerne toutes leurs
composantes ; les asymptotes ; les tangentes et demi-
tangentes...

3) La fonction racine 2 — éme
3.1 Définition et régles de calculs
Propriété et définition :
Soit n un élément de N*: la fonction :
f :x— X" est une fonction continue strictement
croissante sur IR" elle admet donc une fonction réciproque
f'de f (]R*) =R"vers R*
La fonction réciproque f ‘s’appelle la fonction racine n —

éme etse noted
Conséquence de la définition :

1)La fonction Q/; est définie sur R+
2)VxeR" x>0
3)(Vx € RH)(Vy e RHYUx =y < x=y"

4)La fonction Q/; est continue sur R+ strictement
croissante.

5)(vx € R+)(Vy € k) Ux =1fy & x=y
6)(Vx € R+) (Va € R+) Ux>a < x>a"
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7(vaeRr+) Yx<ae0<x<a"
8)(Vx € R+)(Q/§)n —x" =x
9)(Vx € B+)(¥p € N) (&)p —qfxe
10) lim Yx = +oo

X—>+30

11)Si limu(x)=+90 alors lim gu(x) =+

X=X X—X%g

il =| limp =Yl
12)si limu(x) =1 et 1>0 alors Xerx101/u(x) i

X—>Xg

13)La courbe de la fonction Q/_

Régle de calcul :

1) (Vx € R+)(Vy € R+) 0/x x y = WXW
x _Ux

2) (Vx € R+)(Vy € Rx+) Q/: -

y gy

3) (Vx € R+)(Vn € Nx)(Vp € Nx) M ="Ix

4) (Vx € R+)(¥n € Nx)(vp € Nx) ¥x = Yx”
(a prouver)
Remarque :

1) (vx € R+) &x =+/x

2) (Vx € RH)VX =X

3.2 Résolution de I’équation x"=a

Exemples : Résoudre dans R les équations suivantes :
1) x°=32 2)x'=-128 3) x*=3 4) x*=-8

Solutions :1) Xx*> =32 donc x>0

X=§/§<:>X=§/2_5<:>X=2 donc : S:{Z}

2) X" =-128 donc x <0

Donc: X=—128 < x=—2" & x=-2

Donc: S ={-2}

3) x* =3 x=43 ou x=-43
Donc : S={—i‘/§;<‘/§}

4) x*=-8
Onax®*>0¢et-8<0donc S=d

1w




3.3 L’expression conjuguai : On sait que
3 W3 2 2
a’ b’ =(a-h)(a’ +ab+b’)

et a®+b’ :(a+b)(az —ab+b2) Il en résulte :

a’-pd a®+pd
a—b:ﬁet a+b:ﬁ
a‘+ab+b a‘—ab+b

Par suite :(Vx € R+)(Vy € Rx+)

g/;_g = 2 a4 2
O ) 1)

(Vx € R+)(Vy € Rx+)

x4 %/_ _ X+Yy
()~ + (4]
4) Puissance rationnelle :

4.1 Puissance entier :

Rappelle :Soit x un réel et n un entier naturel non nul on a
n_ 1 o

- X = XX XX, XX et(x;,ﬁ()) F: X

nfois

4.2 Puissance rationnelle
Propriété :Pour tout réel x > 0 et pour tout entier non nul
1
q On pose : Ix = x°
Définition : Soit x un réel positif et  un rationnel (r € Q) ;

r=£oUpeZetqu*onpose:

p
- p
X" =x" :(\q/x)
Propriétés :Soit x et y deux réels positifs, r et v’ des

rationnels on a :

1 xr+r’ = xT x x"'

rer! TV — (T
xT = (D)7 = (&)

_-r;_i
xT = (x #0)

rr

X = :— (x # 0)
(xygr — x]"},'f‘

x x"
6. (5) =%

C'’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe. C’est en s entrainant régulierement aux calculs
et exercices Que ['on devient un mathématicien
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