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✓ L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée.  

✓ Le candidat peut traiter les exercices de l’épreuve suivant l’ordre qui lui convient. 

✓ L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est à éviter.  

✓ Écrire lisiblement et vérifier que le sujet est complet : il comporte 4 pages 

numérotées de 1 à 4, celle-ci est comprise.  

 
 

L’épreuve est composée de trois exercices et un problème indépendants entre eux et répartis 

suivant les domines comme suit : 

  

Exercice 1 Suites numériques 4pts 

Exercice 2 Nombres complexes 5pts 

Exercice 3  Fonctions primitives, Calcul intégral  2pts 

Problème Étude d’une fonction numérique 9pts 

 

✓  𝒍𝒏  désigne la fonction logarithme népérien  
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  Exercice 1 : (4points)  

Soit (𝑢𝑛) la suite numérique définie par : 

𝑢0 = 2020     et pour tout  𝑛 ∈ ℕ ;     𝑢𝑛+1 =
2020

2021
𝑢𝑛 +

1

2021
𝑛 + 1 

1) Montrer par récurrence que ∀ 𝑛 ∈ ℕ ;   𝑢𝑛 ≤ 𝑛 + 2021  

2) a)   Vérifier que pour tout  𝑛 ∈ ℕ :  𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

2021
(𝑛 + 2021 − 𝑢𝑛) puis en déduire que 

la suite (𝑢𝑛) est croissante 

b) En déduire que pour tout  𝑛 de  ℕ ;  𝑢𝑛 ≥ 2020 

3) On considère la suite numérique (𝑣𝑛) définie par  𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 𝑛  pour tout  𝑛 de 𝑁   

a) Montrer que (𝑣𝑛) est une suite géométrique de raison  𝑞 =
2020

2021
     

b) Déterminer  𝑣𝑛 en fonction de  𝑛 et en déduire  𝑢𝑛 en fonction de  𝑛 pour tout  𝑛 de  𝑁  

4) Montrer que  lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞  

5) Déterminer l’ensemble des entiers naturels  𝑛 tels que : 0 < 𝑛(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) ≤ 𝑒− ln(
1

17
)
 

 

Exercice 2 : (5points)  

I- On considère le nombre complexe  𝑎 tel que :  𝑎 = 2 + √3 + 𝑖 

1)   a) Montrer que le module du nombre  𝑎 est  2√2 + √3 

  b) Vérifier que  𝑎 = 2 (1 + cos
𝜋

6
) + 2𝑖 sin

𝜋

6
 

2)   a)  Linéariser   𝑐𝑜𝑠2(𝜃) et en déduire que  1 + cos(2𝜃) = 2𝑐𝑜𝑠2(𝜃)  

b) Montrer que  𝑎 = 4𝑐𝑜𝑠2 (
𝜋

12
) + 4𝑖 cos (

𝜋

12
) sin (

𝜋

12
) .          ( rappel :  sin(2𝜃) = 2 cos 𝜃 sin 𝜃 ) 

c) Montrer que  𝑎 = 4 cos
𝜋

12
(cos

𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
) est la forme trigonométrique du nombre  𝑎 

d) Montrer que  (2 (
𝑎

4 cos
𝜋

12

)
2020

− 1)

2021

 est un nombre complexe imaginaire pur. 

( Remaquer que  𝑖2021 = 𝑖 ) 

II- On considère dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé  (𝑂, �⃗� , 𝑣 ), les points      

 𝐴 ,  𝐵 et  𝐶 d’affixes respectives :   𝑎 = 𝑒𝑖
5𝜋

6           ;      𝑏 = 1     ;    𝑐 = −𝑖 

1) Montrer que  𝑑 = 𝑎 + 𝑐 − 𝑏 est l’affixe du point  𝐷 image du point  𝐴 par la translation  𝑇 

du vecteur  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2) Soit le point  𝑀′ d’affixe  𝑧′ l’image du point 𝑀 d’affixe  𝑧 par la rotation ℛ de centre  𝑂 et 

d’angle  
5𝜋

6
  tel que  ℛ(𝐶) = 𝐵 

a) Montrer que  𝑏 = 𝑎𝑐  

b) Montrer que  𝑑 − 𝑎 = 𝑐(1 − 𝑎) 

c) En déduire la nature du triangle  𝐴𝐵𝐷 

3) Déterminer l’ensemble des points  𝑀 d’affixes  𝑧 tels que :   |𝑐𝑧 − 𝑏| = 3𝑏10 
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Exercice : 3 (2 points) 

 

1) Montrer que  ∫ 2𝑥
1

0
(𝑥2 − 1)2020𝑑𝑥 =

1

2021
 

2) L’espace est muni d’un repère orthonormé  (𝑂, 𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) , tel que   ‖𝑖 ‖ = ‖𝑗 ‖ = ‖�⃗� ‖ = 1𝑐𝑚. 

On considère la fonction numérique 𝑡(𝑥) définie sur l’intervalle  [1 , 𝑒] par :  𝑡(𝑥) = √1 − ln 𝑥  

a) Vérifier que la fonction 𝑈 ∶  𝑥 ⟼ 2𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 est une fonction primitive de la fonction 

𝑢 ∶  𝑥 ⟼ 1 − ln 𝑥 sur l’intervalle  [1 , 𝑒 ] 

b) Montrer que  𝑉 = (𝑒 − 2)𝜋  𝑐𝑚3 est le volume engendré par la rotation de la courbe 

 (𝐶𝑡) autour de l’axe des abscisses pour tout  1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒  

 

Problème : (9 points) 

Partie I : 

Soit  𝑔 la fonction numérique définie sur ℝ par :  𝑔(𝑥) = 1 + (1 − 𝑥)𝑒−𝑥+2 

 Le tableau ci-contre est le tableau de variation de la  

fonction  𝑔 

1) Vérifier que  𝑔(2) = 0 

2) En déduire que  𝑔(𝑥) ≥ 0 pour tout  𝒙 appartenant à ℝ   

 

  

  

Partie II : 

On considère la fonction numérique  𝑓 définie sur l’intervalle  ℝ par :  𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 + 𝑥𝑒−𝑥+2 

et (𝐶𝑓) sa courbe représentative dans un repère orthonormé  (𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) . (Unité : 1cm) 

1)   a)   Montrer que  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

b) Montrer que  lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)) = 0  puis en déduire que la courbe  (𝐶𝑓) admet une 

asymptote oblique  (𝐷) au voisinage de +∞  d’équation  𝑦 = 𝑥 − 1 

2) Montrer que  lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞  et interpréter le résultat géométriquement. 

3)  a)    Montrer que  𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥) pour tout  𝑥 de  ℝ 

b)  Calculer  𝑓′(2) et interpréter le résultat géométriquement. 

c) Montrer que 𝑓 est une fonction croissante puis dresser le tableau de variation de la fonction  𝑓 

4)  En déduire que le point de coordonnées (2; 3) est un point d’inflexion de la courbe  (𝐶𝑓) 

5) Montrer qu’il existe un réel unique  𝛼 de l’intervalle  ]0 ;  0.5[ tel que  𝑓(𝛼) = 0 

6) Montrer que  (𝐶𝑓) est au-dessus de  (𝐷) sur l’intervalle  [0 , +∞[ , et en dessous de  (𝐷) sur 

l’intervalle  ] − ∞ , 0] 

7) Construire dans le même repère (𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) , la courbe  (𝐶𝑓) et la droite  (𝐷) . ( On prend  𝑓(0) = −1) 

( remaquer que la droite  (∆) d’équation  𝑦 = 𝑥 coupe la courbe  (𝐶𝑓) aux points d’abscisses 0.15 

et 3.14 )    
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Partie III : 

1) Montrer que la fonction  𝑓 admet une fonction réciproque  𝑓−1 définie sur ℝ . 

2) Construire dans le même repère  (𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) la courbe représentative de la fonction  𝑓−1  

3) Déterminer la solution unique de l’équation :   𝑓−1(𝑥) + 𝑓(𝑥 − 1) = 5 

Partie IV : 

     Soit  ℎ la fonction numérique définie par :  ℎ(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥+2 pour tout 𝑥 ∈ ℝ 

1) Vérifier que :  2ℎ(𝑥) + ℎ′(𝑥) − ℎ′′(𝑥) = 3𝑒−𝑥+2 

2) Déterminer  𝐻(𝑥) la fonction primitive de la fonction  ℎ(𝑥) dans ℝ  ( On prend 𝑐 = 0 )  

3) Calculer, en  𝑐𝑚2 l’aire du domine plan limité par la courbe  (𝐶𝑓) et la droite  (𝐷) et les 

droites d’équations   𝑥 = 0   et  𝑥 = 2 
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