Année scolaire ;: 2022 — 2023

Solutions examen 2010 SN

AGOUZAL

2 BPCF -2 BSVTF

Exercice 1 : (2010 SN) (3pts)
Soit dans 1’espace muni d’un repére orthonormé direct

(o,T,], R’) les points A(—1;0;3); B(3,0;0); C(7;1-3)
et (S) la sphére d’équation : X°+y°+2° —6x—2y—-15=0

1) Montrer que: AB A AC = 3i +4Kk et en déduire que :

3X+4z—-9=0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
C(7;1-3); B(3,0;0) ; A(-10;3).

4 8
AB| 0 | et AC| 1
-3 —6
. |0 1. |4 8|. |4 8-
ABAAC = |- J+ Kk
-3 6| |-3 -6 [0 1
=3i+4K

Do ABAAC =3i +4K

Soit M(x;y,2) € (ABC)
3

ABAAC| 0

est un vecteur normal & (ABC)
4

(ABC):3x+4z+d=0
or B(3;0;0) € (ABC)
Donc 3x3+4x0+d=0<=d=-9
D’ou (ABC):3x+4z-9=0
2) Montrer que (S) est la sphére de centre ©(3;1;0)et
de rayon 5

(S): x*+y*+2*—6x—2y-15=0

6 2 0

-2 -2 -2

Donc a=3 ; b=1;¢c=0;d=-15
a’+b*+c®+15=9+1+15=25>0

Donc le centre de (S) est (3,1,0) et R=+25=5
Dot ©(3,10) etrayon R=5

3) Soit (A) la droite passant par Q et perpendiculaire au
plan (ABC).

d=-5

X =3+ 3t
a) Montrer que y=1 (telR) estune
z =4t

représentation paramétrique de la droite (A).
AB AAC(3;0;4) est un vecteur normal au plan (ABC)
donc c’est un vecteur directeur de (A)

Soit M(X;y;2) € (A) Q(310)
Xx=3+3t
(A):{y=1+0xt (teR)
z=0+4t
X=3+3t
(A):1 y=1 (teR)
z =4t

est une représentation paramétrique de la droite (A).
b) Montrer que la droite (A) coupe la sphere (S) aux
deux points E(6, 1, 4) et F(0, 1, — 4)
M(x;y;z) €(A)N(S) équivaut &
X=3+3t
y=1
z=4t

(x=3)* +(y-1)*+2z*=25
(3+3t—3)*+(1-1)* +(4t)* =25
Ot® +16t* =25 25t° =25 <>t=1 ou t=-1
Xx=3+3x1

y=1

z=0+4x1

Xx=3+3x(-1)

y=1

z=0+4x(-1
(A)(S)={E(6:1;4);F(0;1,—4)}
Exercice 2 : (2010 SN) (3pts)
1) Résoudre dans C I’équation : z*—6z+10=0
A=6"-4x1x10<=>A=36-40<=>A=—4
Donc I’équation admet deux solutions complexes
conjuguées :

6+iv4  6+2i
z,= =
2

D’ou S={3-i;3+i}
2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct
(O:u;v) on considére les points A, B et C d’affixes
respectives a=3—1,b=3+1;c=7-3i
Soit z I’affixe du point M du plan et z’' I’affixe du point M’

Si t=1 donc donc E(6;1;4)

Si t=-1 donc donc F(0;1;,-4)

—3+ietz, =z, =3-i

image de M par la rotation R de centre A et d’angle % .
a) Montrerque : z'=1z+2—4i
R(M):M'Qz'—a:ei%(z—a)
<:>z':(COS%+isin%)(z—3+i)+3—i
<2'=i1z-31-1+3-1i

Dou Z2'=iz+2—4i
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b) Verifier que : I’affixe du point C’ I’image du point C
par la rotation Rest: ¢'=5+3i
R(C)=C'<c'=ic+2-4i
<c'=i1(7-3i)+2-4i

' =T1+3+2-4i c>c' =5+3i

c) Montrer que : € —g > i puis en déduire que le

triangle BCC' est rectangleen Bet BC =2BC'

c'—-b_5+31i—3- c'—b_2+2i
c—b 7-3i—-3-i c—b 4-4i
b _20+i) _c-b_1 (@+i)
c—b 41-i) “c—-b 2@-i)@A+i)
c'-b_12i_.c-b_1;
c-b 22 c-b 2
, .~ C'=b_1;
DouC—b_ZI
c-b_1;_.c-b_1 T
OnaC_b—2|<:>C_b 2(cosz+|sm =)

Donc arg (%) = g[Zn]
Or (BC;BC'") = arg(@) [27]

Donc (BC;BC') =

rectangle en B.

[2n] donc le triangle BCC' est

Ona ‘c'—bzl \C'—bL;@BC'Zi
c-bl=2 T c=p| "2 BC "2

BC' _1 — '

BC 2<:>BC 2BC

D’ou BC=2BC'

Exercice 3 : (2010 S1) (3pts)
1) On consideére les deux événements :
Montrer que P(A) =% et P(B) =

5B; 3R:2N
On tire simultanément et au hasard 4 boules du sac

Card(Q) = Cjy=210
A" Obtenir une seule boule rouge”

E

3R) 7(R)
Card(A) = Cix C5 =3x35=105
_Card(A) 105 _1
P(A) = Card(QQ) 210 2

B " Obtenir une boule blanche au moins ”
Premiére méthode

B "Aucune boule blanche parmi les quatre boules tirées”

5(B) ; 5(B)
Card(B)=Cg=5
— Card(B) 1
P(B)= Card(Q) 210 T 42

_1-pP(B)=1-1_41
p(B)=1-P(B)=1- 5 =75

N _ﬂ
D’ou P(B) = "
Deuxieéme mélhode
5(B) ; 5(B)
1 3 2 2 3 1 4
Card(B) =CsxCs+C5xC5+C5xCs5+Cs
Card(B) =50+100+50+5=205

_ Card(B) _205_41
P(B)= Card(Q) 210 42
D’ou P(B) =22

2) Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage
associer le nombre de boules rouges tirées.

a) Vérifier que les valeurs prises par Xsont0;1;2;3
On peut obtenir :

* Aucune boule rouge parmi les quatre boules tirées.
Donc X =0.

*Une seule boule rouge parmi les quatre boules tirées.
Donc X =1.

*Deux boules rouges parmi les quatre boules tirées.
Donc X = 2.

*Trois boules rouges parmi les quatre boules tirées.
Donc X =3.

D’ou les valeurs prises par X sont 0;1;2;3

b) Montrer que P(X =0) = et P(X=2) _—
3(R) ¢ 7(R)
card(X=0) = C4 =

P(X=0)= 210 EJS-

card(X =2) = C5xC5=3x21=63

P(X = 2)_210 130

c) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
P(X=1)=P(A) = %

Premiére méthode

3(R) ; 7(R)

card(X=3) = ng C% =7
_ 1

P(X=3)= 210 30

Deuxiéme méthode

On sait que

P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=1
Donc P(X =3)=1-P(X=0)-P(X=1)-P(X =2)

P(Xx=3)=1-1_-1_3_1

6 2 10 30
D’ou P(X=3)=%
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K 0 1 2 3
_ 1 1 3 1
PX=K) | % > 0 | 30

Remarque L 1, 3 . 1
( q s+t3+10+35 = 1)
Exercice 4 : (2010 SN) (3pts)

On considére la suite (U,) définie par :

33U, -1 _
Uy, = ZGn VneN e Upg=2
1) Montrerque:  Up—1>0 VheN

Pourn=0ona Ug=2 donc Uy—-1>0
Soitn € IN supposons que Up —1>0et montrons
que Upy1—-1>0
U, —1= 3L2JLan 1_1: 3U, ZL]jn 2U,,
U,-1
2U
2Un >2 (2

Donc U, q—-1= ona Up—=1>0 (1)

Donc Up >1 donc

De (1) et (2) U2U 1>0 donc U, ,1—-1>0

D’ou  Up —1>O VneN

2) Soit (V,,) définie par : _Up-1
) ( n) p Vn 2Un—1

a) Montrer que (V,) est une suite géométrique de
raison L et en déduire que \/_ — 1(1)n VneN
2 n—3\2

YhelN

Montrons que Vn41 = %Vn ?

_ Unpy—1
U, -1
_ Un+1—1 _ 2Un
V1= 50na—1" .30, —
2 -1
2U,
U, -1
2u _ Up-1
V”+1_6u —2-2U,  4Up-2
20U,

_1( Un-1

Vni = 2(2un —1)

Donc V41 = %Vn

D’ou (V) est une suite géométrique de raison %

Uo—-1 _1 ot (l)n
0=50,-1"3 Vn =Vo(3
D’ 1(1) n
ou V, 32 VheN

Vnh—1
2Vn —1
en déduire que limUp =1

_Un-1 N = U
Vh = 2Un_1<:>Vn(2Un 1)—Un 1

QZVnUn —Vn = Un —1
<2Vhupn-Upn =V -1

b) Montrer que : Up, = VneN

@un(zvn-1)=vn-1@un=%
D’ou Un=% VneN
Ona Un_% et Vn:%(%)n
n
D’ou Un=:]3-(%) 1 VneN
Z 1

A

n
1)1
n

g
) -

limUp = lim 3 (
3

Car —1<%<1 et Ilm(%) =0

D’ou ||m Un =1
3) Calculer IIMW}, telle que (W,) la suite définie par :

1_
1—1

\l—\ l\)\l—\

Wn=|nUn VneN
Ona Wh = In Un
limWh =liminUp == IimW, =In1=0

car la fonction In est continue en 1.
Probléme : (2010 SN) (8pts)
1) On considére la fonction g définie sur IR par:

g(x) =1+ 4xe®>

1) Montrer que g'(X) =4(2x +1)e®* VXeR
g(x) =1+ 4xe®>

g'(x) = 462X + 4x x (2x)" e?*  VxeR
9'(x) = 46X +8xe? = g'(x) = 4(2x +1)e*
Doir §'(X) =4(2x+1)e™ VxeR

2) Montrer que g est croissante sur [_%1+w[ et

décroissante sur :|—oo; —%]

ona g'(X) =4(2x +1)e?* VXeR
Le signe de g '(X) est celui de (2x +1)

car eX>0 VXeR : 2x+1:0<:>x:—%
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X - 00 _l +o0
2
2x+1 — 0 +
VX e [_% , +w[ g'(X) =0 donc g est croissantes

sur [_%,+w[

VX e ]_Oo; _%] g'(X) <0 donc g est décroissantes

sur |— -_l]
] T2

3) a) Montrer que g(_%)zl_% et vérifier que g(_%) >0

2-)

g(x)=1+ 4xe®* donc g(—%):1+4(—l)e 2 _1-2¢71

2
D’ou g(—%) :1_%

_1y_e-2 donc gq(—1 car e~2,7
o(-1)=222 donc g~ 1) >0 1

b) En déduire que g(x) > O pour tout x de R.
On a g est croissante sur [_% , +°o[ et

décroissante sur :|—oo; —%} .
Donc g(_%) — €—2 gst le minimum de gsurR

e
Donc g(x) > g(—%) vxeR

Dou g(X) >0 wvxeR

I1) On considére la fonction f définie sur R par

f(x) = (2x -1 +x+1

(Cy) est la courbe représentative de f dans le repére

orthonormé (O;i; ) (unité:2cm)

1) a) Calculer lim f(Xx) puis montrer que
X—>+00

lim xe* =0)

lim f(x)=—oo (onrappelle que
X—>—0 X—>»—o0

lim f(x)= lim (2x—1)e® +x+1=+o
X—>+00 X—>+00

Car lim (2x—1)=+wet lim e =-tooet
X—>+0 X—>+00
lim X+1=+o0
X—>+00
lim f(x)= lim 2xe? —e?* +x+1=-w
X—>—c0 X—>—00
car lim 2xe® = lim te!=0et lim e®=0
X—>—00 t—>—0 X—>—00

Iim X+1l=-o0
X—>—00

2) Montrer que : f'(x) =g(x) puis en déduire que
la fonction f est strictement croissante sur R

f(x) = (2x—1)e> +x+1 VXxeR

f'(x) =2 +(2x-12e* +1  VxeR

f'(x) =262 +4xe®* — 262X +1

f'(x)=1+4xe?* =g(x) VXeR

f'X)=g(x) VXeR
org(x) >0 wvxeR

Donc T'(X) >0 WVvxeRR donc fest strictement
croissante sur R

lim F(X) et en déduire que la courbe (C)
X—>+o0 X
admet une branche parabolique au voisinage de +o de
direction 1’axe des ordonnées.

3) a) Calculer

) f(x) i (2x —1)e®* +x+1

Iim ——~= Ilim
X—>+oo X X—>+00 X

lim FOO _ im (2 _ 1ye?x 4141
X—>+00 X = X—too X X

im O im (2- L)e? 4141 = yoo
X—>+o00o X X—>+00 X
car lim e =+4ooet lim 1+L=1et

X—>+00 X—>+00

lim 2-1=2 ¢o im FO9 _
X—>+0 X X—>+0o X
ona jim fOO _ o donc lacourbe (C) admet une

X—>+o0 X

branche parabolique au voisinage de +oo de direction 1’axe
des ordonnées.

b) Calculer y; _ en déduire que la
Xﬂ)nlw[f(x) x+1]

droite (A) d’équation y = X + 1 est asymptote a (C) au
voisinage de — oo.

Xﬂ)rnw [fO)—(x+D]

= Xﬂ)n:wl:(Zx —1e?X +x+1—(x+ 1):|

2X
T 2x _o2x _ car lim " =0
_Xﬂ)m_w2xe e 0] X—>—00
lim 2xe® = lim tet=0
X—>—0 t—>—0
D’ou Iim [f(X)—(X+1)]=0
X_)_oo[ (x)—( )]

Ona I|im [f (X) — (x+ 1)] = O donc la droite (A)
X—>—a0

d’équation y = x +1 est asymptote a (C) au voisinage
de — oo.
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c) Déterminer les coordonnées du point d’intersection de la 5) Construire les droites (A) et (T) et la courbe (C).
droite (A) et la courbe (C) puis montrer que la courbe (C) est ‘
en dessous de la droite (A) sur I’intervalle ]_oo; %[ et | (C)

qu’elle est au-dessus de la droite (A) sur : '
I’intervalle ]% : —|—oo|: |
f(X)— (x+1) =0 <> (2x—1)e?X =0 |
ore’*>0 VxeR i

f(X)—(X+1)=0<:>(2x—1)=0<:>x=% !u
[
X —®© 1 +00 /
2 /]
2x -1 - 0 + ,-"f
f(X)—=(Xx+1)=0<X > y 2+1 5

@Wn©={a&:)}
VX e ]% ; +oo[ F(X) > (X+1) lacourbe (C) est

au-dessus de la droite (A) sur I’intervalle }% : —|—oo|: 6) a) A I’aide d’une intégration par parties montrer
1

VX e :|—oo;%|: F(X) < (X+1) lacourbe (C)est | que: IOZ (2x —1)e®Xdx = 1—%

en dessous de la droite (A I’intervalle |_oo- 1| . . . . .
(4) sur Pinterv ] >, 2|: 6) a) A I’aide d’une intégration par parties montrer
1
4) a) Montrer que y = x une équation cartésienne de la ue: [2(2x —1)e2Xdx —1— &
droite (T) tangente a la courbe (C) au point O. ] IO ( ) 2

y=1'(0)(x-0)+f(0) &@y=xXxcarf(0)=0;f(0)=1 u(x) =2x-1 U'(x) =2
(T):y =X est une équation cartésienne de la droite
(T) tangente a la courbe (C) au point O. v'(X) = g2X v(X) _% e2X

b) Montrer que la courbe (C) possede un point
d’inflexion d’abscisse — %

j (2x —1)e?Xdx = [1(2x 1)e2X} j221 2Xdix
onaf'(x)=g(x) VXeR 0

2

Donc f "(X) =g '(X) VXelR
or g'(x)=4(2 2x ¥xeR 1 101
rg (X) ( X+1)e J‘OZ(2X_1)e2XdX:|:(X_l)82X:|2_J‘ZeZXdX
X "0 _1 +0 2 o "0
2
2x+1 - 0 + 1 , . L !
" 2(2x—1)e de:0+__[_e x}z
VXGI:—%,+00|: f (X) >0 IO ( ) 57|72 .
xe s 3] 17020 YT
X - o0 _% +oo fo2(2x_1)e dx:§_§+§:1_§
fll(X) _ 0 " )
D’ou I()Z (2X—1)ezxdx:1_§

La courbe (C) possede un point d’inflexion d’abscisse _%.
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b) Montrer que I’aire du domaine plan limité par (C), la tangente (T) a (C) et les deux droites
Xx=0¢et x = % est(6-2e)em?.

1
A=z [f(x) — xjdx2cm x 2cm

A= _[0% (f(x) — x)dx4c:m2 f(x)2x Vx e[0;+00]

1
Onpose | = f()z (f(x) —x)dx

1
| = [2((2x—-1)e™ +x+1-x)dx

1 1 1
| = [2((2x-1)e™ +1)dx < | = [2(2x~1)e* dx + [ 21dx

1
X — (2X —1)e2x et X —1 sont continues sur R en particulier sur [O, 2

OoON -

1=1-&+[x] =1—%+% donc |

Dou A=(6— 2e)cm2
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