Cours et exercices d’applications et de réflexions sur les Lois de composition interne

PROF : ATMANI NAJIB

2éme BAC Sciences maths

Structures algebriques(partiei)

Lois de composition interne

I) Lois de composition interne

1)Introduction :

a)L’opération + sur R est une application f qui, a
deux reéls (x, y) en associe un troisieme z (la

somme)qui est aussi un réel : f(x;y)=x+y=z

f:RxR—>R
onadonc:

(xy) f(xy)=x+y

on dit L'opération + est une lois de composition
interne sur R

b) L’'opération - sur N n’est une lois de
composition interne sur N car par exemple :2e N
et 3e Nmais: 2—-3¢N

2)Définition : Soit E un ensemble non vide. Une
loi de composition interne sur E (ou encore une

opération dans E) est une application f de E x

E dans E.

f:ExE—>E
(x;y) f(xy)

3)notations :I'élément : f(x;y) dans E s’appelle
la composée de x et ydans I'ordre par cette lois
de composition interne f et on le note : x*y ou
XTy ou XLy ou xvy...

au lieude : f(x;y)

4)Autre exemples d’ensembles et lois de
compositions internes :

On connaitlesensembles: N, Z, Q, R ;C
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1)*Dans N, Z, Q, R ou C, I'addition et la

multiplication sont des lois de composition
interne on écrit : (N;+) ; (Z;+) ; (Q;+) (R;+)
(i) 5 (M) 3 (Z2) 3 (@) (Rix) (i)

* Dans N, la soustraction n’est pas une loi
interne, mais elle I'est dans 7 : (Z;—)

* La division dans R n’est pas une loi interne

* .
'

mais la division dans R"I'est. on a: (]R +)

* Dans N*, I'exponentiation, c’est-a-dire

f:N"xN" > N"
(X y)P x

I'application : , le PGCD ou le

PPCM sont des lois internes :
on adonc: (N*; f) : (N*;/\) : (N*;v)
» E étant un ensemble donné ; P(E) 'ensemble

des partiesde E ona: XeP(E)o X cE
xeXnYoxeX etxeY xeXuYoxeX ou xeY

XxeX-YoxeX et xegY

xe XAY ©xeX-Y ou xeY-X
, l'intersection et la réunion et la différence
symétrique et le complémentaire sont des lois de

XxeX o xegX

composition interne dans P(E)donc : (P(E);u) ;

(P(E)): (PEN) : (P(EN]

=




* l'addition et la multiplication dans

%Z :{6;1;?;...;n_—1} sont définies par:

(el T

+y=X+Yy
X
I'addition et la multiplication dans %Z sont des

|

:Xy

X

x|
<l

lois de composition interne dans on écrit :

(%Z;+) (Zhzi7)
* 'ensemble des polyndmes de degreés inferieur

a un entier naturel nse note : R, [X]

la somme et la multiplication de deux polyndmes
P et Q sont définies par:

vx € R, (P + Q)(X) =P(x) + Q(X).

vx € R, (P x Q)(X) = P(x) x Q(x).

La somme et le produit de deux polyndmes de
degrés inferieur a n est un polynémes de degrés
inferieur a n. Donc, + et x sont des lois de

compositions internes sur R [X]

on écrit: (R [X]i+) 5 (R,[X];x)

«Si | estunintervalle deR, 'ensemble des
fonction de | dans R

Se note F('iR):{;:f_)(f)}

la somme et la multiplication de deux
applications f et g de | dans R sont définies
par: vx € |, (f + g)(x) = f(x) + g(x).

vx e |, (fx g)(x) = f(x) x g(x).
La somme de deux applications de| dans R est
une application de | dans R . Donc, + et x sont

des lois de compositions internes sur F(I ;IR{)

on écrit : (F(LR);+) ; (F(I;R);x)
* Si E est un ensemble non vide
Dans F(E;E) estI'ensemble des fonctions de

E dans E on définit la relation opar :
vx e E, (f o g)(x) = f(g(x))
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o est une loi interne dans F(E;E) on écrit :

(F(EE))
* 'ensemble des translations On le note : T,

la composition de deux translations est une

translation donc : o est une loi interne dans T,

on écrit : (T,;°)
* L’ensemble des homothéties de méme centre

Oonle note : H, eton a la composition de

deux homothéties de centre O est une
homothétie de centre Odonc : o est une loi

interne dans H, on écrit : (Hy;e)

*L’ensemble des rotations de méme centre O on
le note : R, eton a la composition de deux
rotations de centre O est une rotation de centre

Odonc : o est une loi interne dans R,

on écrit : (Ry;°)

« tout application bijective du plan P dans P on
I'appelle une transformation du plan
L’ensemble des transformations du plan on le
note: T ona:

V(f;g)eT YMeP (fog)(M)=f(g(M))
Donc : la composition de deux transformations

est une transformation.
donc : o est une loi interne dans T

on écrit : (T;)
*L’ensemble des vecteurs du plan on le note : V,

et on a la somme de deux vecteurs est un
vecteur donc : + est une loi de composition

interne dans V, on écrit : (V,;+)

N




* le produit scalaire de deux vecteurs n’est pas
un vecteur mais un scalaire donc : e n’est pas

une loi de composition interne dans V,

5)Applications :
Exemple1 :1)montrer on utulisant les tableaux de
I'addition et de la multiplication dans

sont des lois de compositions internes
Solution :

t1o0(1]2]3]|4
olo|1]2|3]|4
1|1)2|3[4]0
223|401
3(3]4]0/1]2
4140123
Tableau de : (%Z ; +)
x|0|1]2(3|4
0/o0j0|0|0]0O
1101 |2|3|4
2/0/2(4|1|3
3/0(3|1|4]2
4104321

Tableau de : (£{,,:%)

on utulisant les tableaux de I'addition et de la
multiplication dans %Z on remarque bien que ce
sont des lois de compositions internes

Exemple2 : on définit sur 'ensemble |-11] la

relation T tel que : xTy = X+ ;
1+ xy

2
v(xy)el-Ly
Monter que T est une loi de composition interne

Dans |11

Solution : soit xe]-L1 et ye|-L]

Montrons que : XTy = X+y el-11 ?
1+xy
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2
Calculons : 1—( X+ yj
1+ xy

1- X+y]2=(1+xy)z—(><+y)2 XY 2y +1-x -y -2y
1+xy (1+xy)2 (1+xy)2

. x+yj2_1—x2—y2+x2y2_1—X2—y2(1—X2)
1+xy (1+ xy)2 (1+ xy)2

o] ooy (o0
1+xy (1+ xy)2 (1+ xy)2

or xe]-L1 et ye]-L1] donc: |x|<1let|y|<1

2
donc : x> <lety’ <1 onadonc: 1—[MJ =0
1+xy

2 2
donc : [ﬂj <1 donc: [ﬂj <\l

1+xy 1+xy
donc : X2Y<1 donc: 1< XY og

1+xy 1+xy
donc : XY e]-L] cafd

1+xy

6) les matrices :

6-1) matrice carrée d'ordre 2

a)Définition1 :

1)Une matrice carrée d'ordre 2

a coefficients réels est un tableau de quatre
nombres (Il n'y a pas de séparation verticale ou
horizontale, contrairement aux tableaux)
2)'ensemble des matrices carrées d’ordre2

On le note :

MZ(R)z{(i ZJ/(a;b;c;d)e]R“}

La somme et la multiplication et I'égalité de deux

matrices A et B dans M, (R) sont définies par:

a b . a b B a+a b+b

c d) \¢ d') lc+c d+d’

a b a b aa’+bc’ ab’+bd’
X =

c d ¢ d’ ca'+dc’ cb'+dd’

lw




La somme et le produit de deux matrices sont

des lois de compositions internes dans M, (R)

on écrit : (M, (R);+) ; (M, (R);x)

L’égalité est définie par :

a b a b
= =
c d ¢ d’

b)Cas particulier :

a=a’
b=b'
c=c
d=d’

10
1)la matrice : 1, =(0 J s’appelle la matrice

unitaire

Etona: Axl,=A VAeM,(R)
. 0 0) , ,
2)la matrice : 0= (0 Oj s’appelle la matrice nulle

Etona: A+0=A VAeM,(R)

6-2) matrice carrée d'ordre 3

a)Définition :

1)Une matrice carrée d'ordre 3

a coefficients réels est un tableau de 9 nombres
2) 'ensemble des matrices carrées d’ordre3

On le note :
g
h

M,(R)= /(a;b;c;d; f;g;h;i) e R®

o T 9

d
e
f i

La somme et la multiplication de deux matrices

AetB dans M,(RR) sont définies par:

ad g a d g a+ta d+d g+g¢’
b e h|+/b € h'|=|b+b e+e" h+h
c f i ¢ f c+c f+f" i+l
a d g a! d! g! a" d” gﬂ
b e h X b! el hl — bll e" hll

f I C! f/ i! CII f” i”
Avec : a"=aa'+db’+gc’ d"=ad’'+de" +gf’

b"=ba'+eb’'+hc’” e"=bd’+ee’+hf’
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c"=ca' + fb' +ic’ f"=cd + fe'+if’

g"=ag'+dh'+gi’ h"=bg’+eh’'+hi’

i"=cg'+ fh'+ii" La somme et le produit de deux
matrices sont des lois de compositions internes
dans M, (R) on écrit : (M3(R);+) : (Mg(R);x)

L’égalité est définie par :

o T o
-~ D Q

9
hi=|b ¢ h|e
i

a
b
c
a d g d=d’
e
c f i f
g
h

b)Cas particulier :

s’appelle la matrice

o +— O
— O O

1
1)la matrice : 1, =] 0
0

unitaire etona: Axl,=A VAeM,(R)

0 00O
2)lamatrice: 0={0 0 0| s’appelle la matrice
0 00O

nulle etona: A+0=A VAeM,(R)

Exercice1 : on considére la matrice suivante :

1 2 0
A=|0 1 O0]calculer A’ et A®
0 01
et en déduire A" VneN’
solution :
1 2 01 2 O 1 4 0
A>=AxA=(0 1 0//0 1 0|=/0 1 O
0 0 1)l0 0 1 0 0 1
4




1 4 01 2 0 160
A=AxA=/0 1 0[|0 1 0(=|/0 1 O
0 0 1)l0 0 1 0 01
1 2n 0
Montrons par recurrence que: A"={0 1 0
0 0 1
1 2x1 0 1 20
a) Al = 1 0|=|0 1 0|=A vraiesin=1
0 0 1 0 01
1 2n
b)supposonsque : A"=|0 1
0
1 2n+2 0
c)montronsque : A" =0 1 0|?
0 0 1
1 2n 0)1 2 0 1 2n+2 0
A"M=A"xA=/0 1 0[0 1 0=|0 1 O
0 0 1/)/0 0 1) (0 O 1
1 2n 0
Donc: A"={0 1 O VneN
0 0 1

Il) parties stables pour une Lois de composition
interne :

1)définition1 : Soient (E;*) un ensemble muni

d’une loi de composition interne

Soit F une partie non vide de E.

F est stable pour * & V(x, y) € F2, x*y € F.
2) Exemples :

a) l'ensemble : S ={-1;1} est une partie stable de

(R;x) mais il n’est pas stable dans (R;+)

Car: —1eS et 1€S mais -1+1=0¢S
b)Dans Z , 'ensemble des nombres pairs est
stable pour I'addition (la somme de deux nombres
pairs est un nombre pair)ou pour la multiplication
(le produit de deux nombres pairs est un nombre
pair) alors que I'ensemble des nombres impairs est
stable pour la multiplication (le produit de deux
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nombres impairs est un nombre impair) mais n’est
pas stable pour I'addition(la somme de deux
nombres impairs n’est pas toujours un nombre
impair).

2) Dans (F(R;R);O) 'ensemble des fonctions de

R dans R .'ensemble des injections, 'ensemble
des surjections et 'ensemble des bijections et
'ensemble des applications affines sont stables
pour ¢ (la composée de deux injections (resp. deux
surjections, deux bijections, deux affines) est une
injection (resp. une surjection, une bijection,
affines)).

l'ensemble des symetries axials n’est pas une

partie stable dans (T;O) (car la composée de deux

symetries axials d’axes paralleles est une
translation et non une symetrie axial
Exercice2 :on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : x*y=xy—-3x-3y+12 ;
V(xy)eR® et soit: S =3+

Monter que S est une partie stable pour (IR;*)
Solution : soit xeS et ye S

Montrons que : x*yeS ?
x*y—3=xy—3x—-3y+9=x(y—-3)-3(y-3)
x*y—3=(y-3)(x-3)

or XxeS=[3+x0[ <= x>3et ye[3+o[ <= y>3
donc: x*y-3>0 donc: x*ye [3;+0] =S cqfd
donc : S est une partie stable pour (IR;*)

3) définition2 : si (E;*) estun ensemble muni
d’une loi de composition interne et F une partie
stable dans (E;*)alors * est une lois de

composition interne dans F et on I'appelle la lois
induite sur F

lon




lll) Propriétés des lois de composition interne
Soient E un ensemble non vide et * une loi de
composition interne sur E. * peut avoir ou non une
ou plusieurs des propriétés

suivantes :

1) Commutativité :

Définition1 : x est commutative & V(x, y) € E?
X*y=Yy*X

2) Associativité

Définition 2 : * est associative  V(x, y, z) € E3
(X*y)xz=xx*(y *2).

Si * est associative, les expressions (X * y) * z et
x * (y * z) peuvent se noter tout simplement :

X *Y % Z,

Exemples :1) L’addition et la multiplication dans

N, Z, Q, R ou C sont commutatives et

associatives
mais la soustration n’est ni commutatives ni
associatives en effet: 2—3#3—-2 et

2-(3-1)#(2-3)-1
2) L'addition et la multiplication dans F (R;R) sont

commutatives et associatives

3) L’addition dansV, et V, est commutative et
associative

4) La loi - dans (F (R;R);O) est associative mais
non commutative (en général (f og=go f ).

Cf:R->R

x g:R—>R
Cx f(x)=2

X g(x)=x+2
Ona: vxeR : (fog)(x)=2 et (gof)(x)=4
Ona:(feg)eh="fo(geh)=fogoh

v( f;g;h)e(F(IRi;R))3

5) on muniR d’une loi de composition interne
définit par : x*xy=2x+3y-1
a)2%*3=2x2+3x3-1=12
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3%¥2=2x3+3x2-1=11
Ona: 2%x3#3%x2
Donc :la loi * est non commutative

b) (1#1)*1=(2x1+3x1-1)*1=4%1=10
1#(1#1)=1%4=4%1=13

Ona: 1*(1*1):(1*1)*1
Donc :la loi * est non associative

6) l'intersection et la réunion sont des lois

commutatives et associatives dans P(E)

7) laloi o dans: (T,;0) 5 (Hose) 5 (Roie)
Est commutative et associative

5)le produit vectoriel dans V, n’est pas
commutative : (?/\] = —] Al )

6) le produit dans M, (R) n’est pas commutative :

oa-(3 (3 oz o)

Doncona: AxBBxA

Remarque : sila loi est commutative et
associative et on utilusant une notation additive ou
multiplicative on a les écritures suivantes : neN
1)Notation additive

a)a+h=b+a b) (a+b)+c=b+(a+c)

c) ata+..+a=na
%/_/

nfois

d) na+ma=(n+m)a

2)Notation multiplicative

a)axb=Dbxa b) (axb)xc=bx(axc)

n+m

c) axax..xa=a"
%,—/

nfois

d) a"xa"=a

(o))




Exercice3 :1) on muniR d’'une loi de composition
interne  définit par : axb=a+b-3ab ;V(a;b) e R?
Monter que * est commutative et associative

2) on munilR? d’une loi de composition interne T
définit par : (a;b)T(x;y)=(axay+b) ;V(a;b)eR?
et V(xy)eR’

Monter que T est ni commutative et ni associative
dans RR?

Solution:1) Soit : V(a;b;c) e R’

a)Ona: a*b=a+b-3ab=b+a-3ba=b+*a

Donc : * est commutative

b)
(axb)*c=(a+b—-3ab)*c=a+b-3ab+c—3(a+b-3ab)c

(a*b)*c=a+b+c—3(ab+ac+bc)+9abc

etona:

ax(b*c)=a*(b+c—3bc)=a+(b+c—30bc)-3a(b+c—30c)
a*(b*c)=a+b+c—3(ab+ac+hc)+9abc

Donc : (a*h)*c=ax(bxc)

Donc : * est associative

2)a)on a: (1,3)T(20)=(1x2;1x0+3)=(2;3)
(2,0)T(L3)=(2x1;,2x3+0)=(2;6)

Donc : (L3)T(2;0)#(2,0)T(13) donc : T n'est pas

commutative
b)

((43)T(20))T(5:7)=(26)T(5,7)=(2x52x7+6)=(10;20)
(13)T(20)7(5:7))
(13)T(20)7(57))

ponc  ((£3)T(2,0))T(57) # (13)T((20)T(5:7)

(L3)T(2x5;2x7+0)=(L3)T(10;14)

(1x10;1x14+3) = (10,17)
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donc : T n’est pas associative

3) Elément neutre

Définition :Soient E un ensemble non vide et * une
loi de composition interne sur E.

(E ; *) admet un élément neutre si et seulement si :
JeeEVXEE,exx=x*xe=x.

On dit aussi que e est I'élément neutre pour la loi *
dans E.

= Commentaire .

o Notez bien I'ordre des quantificateurs :

Jde € E/ vx € E, ... qui dit que e est précis et ne
dépend pas de x, et non pas Vx € E, 3e € E/...

qui permettrait a e de changer quand x change.

o Si on sait que la loi x est commutative, une et une
seule des deux égalités (Vx € E, x x e =x ou

VX € E, e * x = X) ci-dessus suffit.

Théoréme : Si * admet un élément neutre dans E.
celui-ci est unique.

Démonstration : Soient e et e’

deux éléments neutres (pas nécessairement
distincts). Alorse = e x e'= ¢’

Exemples:

1)1 est I'élément neutre dans les ensembles :

(Nix) 5 (Zix) 5 (@) (Rix) 5(Cix)

Et O est I'élément neutre dans les ensembles :
(Ni+) 5 (Zi4) 5 (@) 5(Ri) 5(Civ)

2)le vecteur nul 0 estl'élément neutre dans les
ensembles : (V,;+) ; (Vy+)

2)la fonction nulle 8:x —0 est I'élément neutre

dans I'ensemble : (F (R;R);+)

2 )la fonction nulle 1, :x — x est'élément neutre
dans I'ensemble : (F(R;R);o)

2)E estI'élément neutre dans: (P(E);ﬂ)

& est I'élément neutre dans: (P(E);u) et(P(E);A)

I~
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3)a) la matrice : I, = [0 J la matrice unitaire
est 'élément neutre dans: (M, (R);x)

00
la matrice : 0 :(O Oj nulle est I'élément neutre

dans: (M,(R);+)

b) la matrice : |, =

o O -
o +— O

0

0| la matrice unitaire
1

M

(R)i%)

est I'élément neutre dans: (

o O O

0 0
la matrice: 0=| 0 0 | nulle est I'élément
0 0

neutre dans: (M, (R);+)

5)dans : (R;—)il n’ya pas d’éléments neutres

4)Elément symétrisable

Définition :Soient E un ensemble non vide et * une
loi interne sur E possédant un élément neutre e.
soit x € E. ;x admet un symétrique a gauche pour *
o IXeE/Xxx=e.

x admet un symétrique a droite pour *

o 3IX eE/xxx=e.

x admet un symétrique pour *

o IXeEE/xxXx=x"*x=e.

x est symétrisable a gauche pour * si et seulement
si x admet un symétrique a gauche pour *.

x est symétrisable a droite pour * si et seulement si
x admet un symétrique a droite pour *.

x est symétrisable pour * si et seulement si x admet
un symétrique pour *.

= Commentaire :

o Notez que ici, on fournit X' aprés avoir fourni x
(soitx € E...3x’' € E...) et donc bien sar, X' varie
quand x varie.

o Sion sait que la loi * est commutative, une et une

seule des deux égalités ci-dessus suffit.
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Remarques et exemples:
1)Dans : (Z;+) ; (Q;+) ;(Ri+) ;(C;+) tout

element a admet un symétrique et s’appelle
l'opposé on le note —a

2) a)Dans : (Q*;X) ;(R*;X) ;((C*;X) tout element
a admet un symétrique et s’appelle l'inverse on le

note L oua™
a

(Ainsi, I'égalité i> = =1 qui s’écrit encore i x (—i) = 1
qui signifier que i et —i sont inverses I'un de l'autre

b) Dans : (C;x) I'element 0 nadmet pas de
symeétriques

3)Dans: (V,;+) ; (Va;+) tout vecteur U admet un
symétrique et s’appelle 'opposé on le note —u

4) Dans : (P(E);A) tout partie A de E different de
E n’admet pas de symétriques

5) Dans : (P(E);U) une partie A de E admet un
symeétrique c’est lui-méme : (car AAA=D)

6)a) Dans : (%Z;X) tout element = 0 admet un
symeétrique

b)Dans : (%Z;X) I element 2 n‘admet pas de

symeétriques

7) Dans : (MZ(R)H) tout matrice A:(Z ;] admet un

-a —-C
symétriques c’est la matrice : —A :[ b dJ

7) Dans : (M,(R);x) la matrice G ﬂ n'admet pas

de symétriques
8) Dans : (T,;O)(ensemble translations) tout
translation t\7 admet un symétrique : (tv)_l

Etona: (t,) =t

-V

[o6]




9) Dans : (RO;O) (ensemble rotations) tout rotation
r(O;a) admet un symétrique (r(O;oz))_1

Etona: (r(O;oc))_l =r(0;-a)

10)Si * est la composition des applications de E
dans E .les applications de E dans E

qui admettent un symétrique pour la loi - sont les
bijections de E sur E. Le symétrique d’une bijection
f pour la loi - n’est autre que sa réciproque ™
Théoréme :Soit x un élément de E.

Si * est associative, posséde un élément neutre e
et si x admet un symétrique pour *, celui-ci est
unique.

Démonstration : Soit x un élément de E.

Soient x'et X" deux éléments symétriques de x (pas
nécessairement distincts).

Alors, x"=e * X" = (X* X )+ X"=x* (X * X") =x*e =X
Théoréme : Soient E un ensemble non vide et *
une loi de composition interne sur E, associative et
possédant unélément neutre e.

Soient x et y deux éléments de E. Si x et y sont
symétrisables et x'et y' leurs symétriques respectifs.
alors x * y est symétrisable et (x * y)=y' * X’
Démonstration : Soient x et y deux éléments
symétrisables de E. Soient x'et y'leurs symétriques
respectifs. Ona: (x xy) * (y* X) =x* (y *xy) * X'

=x*exX=xx*xX=e

(Y* X) x(xxy) =y* (Xx X)xy=y*exy=y*xy=e.
Donc, x * y est symétrisable et son symétrique

est y'* X'

5)Elément régulier (simplifiable)

Définition : Soient E un ensemble non vide et *
une loi interne sur E. Soitx € E

a)x est régulier a gauche pour *

©V(y,z)EE?, xxy=x*xz>y=2

b)x est simplifiable a droite pour *
©oV(y,z)EE,yxx=zxx>y=2

c) x est régulier si et seulement si x est régulier a
gauche et a droite.
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Théoréme : Si * est associative et posséde un
élément neutre e, tout élément symétrisable est
simplifiable.

Démonstration : Soit x un élément de E,
symétrisable pour .

Soit x’ son symétrique pour . Pour (y, z) € E?
X*y=X*Z= X% (X*y)=X*(X*2)
S>XsX)xy=X*xX)xz>exy=exz=>y=2Z

exemples :1)Dans : (Z;+) ; (Q;+) ;(R;+) ;

(C;+) toutelement a est regulier
Cad:V(y,z)€ C%,a+x=a+y=>Xx=y.

2) Dans: (N*;X);(Z*;X) ; (Q*;X);(R*;X) ;
(@*;X) tout element a est regulier

Exercice4 :1) on muniR d’'une loi de composition

interne * définit par : axb=ab-(a+h)+2 ;

V(a;b)eR* 1) Monter que * est commutative

2) Monter que * admet un élement neutre et
determiner les élements symétrisables

Solution:1) Soit : V(a;b;c) e R’
a)Ona:axb=ab—(a+b)+2=ba—(b+a)+2=b+*a
Donc : * est commutative

2)a) VaeR : 2xa=2a—(2+a)+2=a et

ax2=2a—-(a+2)+2=a

Donc 2 est I'élément neutre pour la loi *

b)soit acR on cherche a’' R tel que :

a*a’ =2( * est commutative) ?

axa'=2<aa' —-(a+a')+2=2<2a'(a-1)=a
Si: a=1 alors: 0=1<a%*a' =2 donc impossible

. a
Si:a=l alors: a’=—1€R<:>a*a'=2
a_

Donc : VaeR—{1} il admet un symétrique

!

a
a'=—o
a-1

1©




Théoréme :(inverse d’une matrice)

Soit A:(Z ;]eMZ(R) une matrice

Le nombre : A=ad-hc s’appel :déterminant de
La matrice A
Si: A#0 alors La matrice A est inversible et

d ¢

ai | A A
b a

A A

Preuve : on montre que : AA*=A"A=1,

Exercice5 : on considére les matrices suivantes :

1 1 -2
12
A= et B=|-1 -1 2
01
-2 -2 0

1) Montrer que : A°-2A+1,=0 et en déduire que

La matrice A est inversible et déterminer A™
2) calculer : B® etB’® et en déduire que

La matrice B n’admet pas d’inverse
Solution

1) ona: A°= =
0 1)l0 1) 0 1
+ =
-2 01 0 -1
donc: A"-2A+1,= + = =0
01){0 -1) (0 O

A -2A+1,=0 A(A-21,)=-1, & A2l,-A)=1,

-2
et —2A+1, :( .

Et A2-2A+1,=06 o (21,-A)A=l,

Donc : A estinversible et déterminer A" =2l,-A

wenf 3 0 0 )
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2)
1 1 21 1 -2 4 4 0
B°=-1 -1 2|-1 -1 2|=-4 -4 0
-2 -2 0){-2 -2 O 0O 0 O

1 1 24 4 0) (0
B°=BxB’=|-1 -1 2| -4 -4 0|=|0
-2 -2 0)L0 0 0) (O

Donc : B*=0,
On suppose que B admet un inverse donc il

existe une matrice C tel que : BC=CB=1,
Donc : BC=1,=B’BC =B%I,=0,xC =B’
=0,=B’ or B*=0, contradiction

Donc : B nadmet pas d'inverse dansM,(R)

Exerciceb : on considére 'ensemble des
matrices suivante :

b2
E=1M, = 2 b2 /(a;b)eZ’ta®-2b® =1
Uobv2 a

Monter que E est une partie stable de (M2 (R);x)

Solution : soit M,,, €E et M., €E

a bv2
Donc : M ) = V2 et a?-2b* =1
’ bﬁ a
2
Et: M, = A et x*-2y* =1
7oz x

Montrons que : M, xM, ., €E?

a bv2) [ x y2
M an) *Mpcy) = x
' ’ bv2 a y\/z X
ax+2b ay +bx)~/2
M an) * Msey) = P
' ’ (ay+bx)\/§ ax + 2by
M

Donc: M, <M

(x;y) - (ax+2by;ay-+bx)

(ax+2by;ay+bx) € Zz




Car(a;b)eZ® et (x;y)eZ’
Etona:

(ax+ 2by)2 —2(ay+bx)2 = (azx2 +4b%y? +4abxy)
—2(a2y2 +b°x? +2abxy):(a2x2 —2a2y2)—2(2b2y2 —bzxz)
:az(xz—2y2)—2b2(x2—2y2):(x2—2y2)(a2—2b2):1x1:1

donc: M M cE

(@b) M (xy)

donc : E est une partie stable de (M2 (R);X)

IV homomorphisme ou morphisme

« Le mot morphisme signifie a peut prés ou
respecte la forme »

Définition :Soient (E, *) et (F, T) deux
ensembles munis de lois de compositions
internes

Une application f de E dans F est un
morphisme de (E, *) dans (F, T) lorsque :
V(xy)eE?, f(xxy)=f(X)Tf(y)

ot si f est bijective on dit que f estun

isomorphisme

*SiE=Fet=*=T, on parle dendomorphisme.
« Si f est un endomorphisme bijectif, on parle
d’automorphisme.

Exemples :

f:(Z;+)—>(Z*;x)

X 5"

Exemplel : soit I'application :

montrons que f est un morphisme de (Z, +)
dans (Z", x)

Solution : V(x;y)eZ?

f(x+y)=5""=5'x5" = f (x)x f (y) donc : f estun
morphisme de (Z ,+) dans (Z", x)

.9:]0;+c[ > R

Exemple2 : soit I'application :
X Inx

montrons que § est un morphisme de :
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(]0;+00[, x)dans (R, +)
Solution : V(x; y)e]0;+oo[2
g(xxy)=In(xxy)=In(x)+In(y)=g(x)+g(y)

donc : g est un morphisme de (]O;+oo[, x) dans

(R, +)
h:C—>R

Exemple3 : soit 'application :
P PP 7 |z|

montrons que h est un morphisme de :
(C, x)dans (R, x)

Solution : V(z;z')eC?

h(zxz')=|zxZ|=|z|x|z|=h(z)xh(Z’) donc : f est
un morphisme de (C, x)dans (R, x)
Exemple4 : soit 'application :

k:R—C

0> e’ =cos@+isind

montrons que k est un morphisme de : (R, +)

dans (C', x) Solution: V(6;0')e R’

k((9+ 9;) _ ei(9+9') _ ei9+i9’ _ eie Xeie' _ k(@)xk(ﬁ')
donc : k est un morphisme de (R, +)
dans (C*, x)

I:R—>M,(R)
Exemple5: soit I'application : 1 X

X

01

montrons que | est un morphisme de : (R, +)

dans (M, (R), x)

1 x+X
ona:|(X+X')=[0 lj

0910-{y 1o 1o Y

Donc : I(x+x)=1(x)xI(x')

Solution : V(x;x')eR?

donc : k est un morphisme de (R, +)
dans (M, (R), x)



https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_composition
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_composition_interne

f:N_—)%Z

nie— 2"

Exemple6 : soit f I'application :

montrons que f est un morphisme de (N, +)

dans (%Z, x)

Solution : V(n;m)eN?

f(n+m)=2"" =2"x2" =2"x2" = f (n)x f (m)

donc: f estun morphisme de (N, +)

dans (%Z, x)

Exemple7 : on muniR’ de la loi de composition
interne suivante : (a;b)+(a’;b’)=(a+a’;b+b') ;
V(a;b)eR* et V(a’;b')eR?

Soit A(R;R)I'ensemble des applications affines :

A(R;R)= { f(a;b) IVxeR: f(a;b) (x)= ax+b}

¢:R* > A(R;R)
Soit I'application : ¢ : (a'b)H f
’ (a;b)

donc : ¢ est un morphisme de (R?, +)
dans (A(R;R), +)

Solution:1) Soit : V(a;b)eR?* et V(a’;b’) e R
Ona:
o((a;b)+(a’b’))=p(a+a’;b+b")=f

(a+a';b+b")

f )(x):(a+a’)x+(b+b’):(ax+b)+(a’x+b’)

(a+a’;b+b’
Donc : ¢((a;b)+(a’;h"))=gp(a;b)+ep(a’;b’)

donc : ¢ est un morphisme de (R?, +)

dans (A(R;R), +)
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Théoréme : soit f un homomorphisme de (E, *)
dans (F, T) alors :

1) f(E) est une partie stable dans (F, T)

2)si * est commutative dans (E, ) alors T est
commutative dans ( f (E), T)

3)si * est associative dans (E, %) alors T est
associative dans ( f (E), T)

4)si » est admet un élément neutre € dans (E, *)
alors f(e) estun élément neutre dans ( f(E), T)

5) si x est admet un élément neutre € dans (E, *)
Et si X est admet un symétrique X' dans (E, *)

alors y = f(x) admet un symétrique dans

!

(f(E), T)cest y'=f(X) cad: (f(x)) =f(x)
Preuve :1) soient: y, € f(E) et y, € f(E)
Donc: I eE/f(x)=y, et I, eE/ f(x,)=Y,
VY, = F(%)TF (%) = £ (% %%, )€ F(E)

Car: x, *X, € E et effet : = la loi de composition

interne dans E

2) soient: Y, € f(E) et y, e f(E)

Donc : 3(x;%,) e E*/ (x)=yetf (x,)=1Y,
YTy, = £ (%) T (%) = f (% %)

Car f un homomorphisme

= f(%*x)

Car * est commutative dans (E, *)

= f(x,)Tf(x) Car f un homomorphisme
=Y,Ty, Cqfd

3) soient: Yy, e f(E) et y,e f(E) et y, & f(E)




Donc:

(% %5 %) € EX1 (%) = yietf (x,) = y.etf (%)=,
(WTY2) Ts = (F (%) TF (%)) T (%) = F (%%, ) TF (x,)
Car f un homomorphisme

= F((%*%,)50) = F (% *(X, *x,))

Car * est associative dans (E, =) et f un
homomorphisme

= (%) TF (X, % %) = f (%) T(f(x,)Tf (%))
=y,T(y,Ty;) Cafd

4) soie: ye f(E) donc: Donc: 3xeE/ f(x)=y
Onpose: f(e)=¢ donc: e'ef(E) carecE
yTe' = f (x)Tf (e) = f (xxe)=f (x)=y

Car f un homomorphisme et ¢ élément neutre
dans (E, *)

De méme on montre que : €Ty =Yy

Donc: f(e) est un élément neutre dans (f(E), T)

5) soit : X' le symétrique de X dans (E, *)
Onadonc: x*X' =€ et X'*x=¢

Donc : f(x*x)=f(e)et f(X'*x)="f(e)
puisque f un homomorphisme on a donc :
yTf (x)=f(e) et f(X)Ty="f(e)

Ona f(e) élément neutre de (f(E);T)
Donc f(x') estle symétrique dans ( f (E), T)

De f(x)=y cqfd
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Exercice7 :soient a € |2;+0[ et be [2;+0]

On pose : a*b=(a—2)(b—2)+2
1)montrer que * est une loi de composition interne

Dans | =]2;+o0]

2)soit I'application définie sur R™ vers |

_2x+1
X

VxeR*

tel que : f(x)

a) montrer que f est un morphisme de (R™, x)

dans (I, =)
b) en déduire que * est associative et admet un
élément neutre a determiner

solution :1) soient a € |2;+0[ et be]2;+o0]
ae|2+o[=>a>2 etbe|2+[=b>2
Donc : (a—2)(b-2)>0

Donc: (a-2)(b-2)+2>2

Donc : a*b e ]2;+o[ =1
Donc :* est une loi de composition interne

Dans | =]2;+o0]

2) soient xe R™ et ye R™

f(x><y)=2xy+1
Xy
f(X)*f(y):2x+1*2y+1:(2x+1_2)[2y+1_2]+2
X y X y
:£X1+2:2xy+1
Xy Xy

Donc : f(xxy)=f(x)*f(y)V(x; y)e(]R“)2
Donc : f est un morphisme de (R*, x) dans

(1. %)




b)puisque x est commutative dans (R, x)et f

un homomorphisme de (R*, x) dans (I, %)

alors * est commutative dans |
et on a 1 est I'élément neutre dans (R™", x)

alors : f (1) =3 est I'élément neutre dans |

Exercice8 :on muni R d’une loi de composition

interne * définit par : axb=ab+(a2-1)(b2-1) ;

V(a;b)eR* 1) Monter que * est commutative

2) Monter que * n'est pas associative

3) est ce que la loi * admet un élement neutre ?
4)resoudre dans R les équations :

a) 2*x=5 b)) x*xx=1

Solution:1) Soit : soit :(a;b) e R?
Ona: a*b=ab+(a2-1)(h2-1)=ha+(b2-1)(a2-1)
car la multiplication dans R est commutative

Donc :a*b=Db=*a par suite * est commutative
2) ona: (-1%0)*2=0%2=-3
Et —1%(0%2)=-1x-3=3

Donc : (-1x0)*2#—1%(0%2)

Donc : * n'est pas associative

4)ona: axl=1*xa=a VaeR

Donc : 1 est I'élément neutre pour la loi *
(I'élement neutre est unique)

4) a)on va resudre 'équation : 2*Xx=5

2xx=5<2x+3(x2-1)=5<3x2+2x-8=0

4 4
&SX=-2 ou X=§ donc : S={—2;§}

b)on va resudre I'équation : X*x=1

XkX=1< x2+(x2—l)2 =l x —x2=0
< X%(x-1)(x+1)=0=x=0 ou x=1 ou x=-1

donc: S ={-1,0;1}
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Exercice9 :on muniR? de la loi de composition
interne suivante : (a;b)=(a’;h")=(axa’;bxb’) ;
V(a;b)eR* et V(a';b')eR?

1) Monter que * est commutative et associative
2) Monter que * admet un élement neutre et

determiner dans IR? les élements symétrisables
Pour la loi *

3)soit : S =Rx{0}

a)montrer que S est une partie stable de(R?*,*)
b) Monter que (S ,*) admet un élement neutre et

comparer les les élements neutres de (R?,*)

et de (S ,*)
Solution:1) a) Montrons que * est commutative ?

Soit: (a;b) eR* et (a';b') e R?
(a;b)*(a’;b’)=(axa’;bxb’)=(a'xa;b'xb)=(a";b")*(a;b)
Donc :* est commutative

b) Montrons que * est associative?

Soit: (a;b) e R* et (a’;b’) e R? et(a”;b") e R?

((aib)#(asb))«(a"b")

((a; b) *(a’; b’))*(a"; b") = (axa'x a":bx b'><b")

(axa’;bxb’)=(a";h")

On aussi : (a;b)*((a’;b’)*(a”;b")):(a;b)*(a'xa”;b’xb")
(a;b)#((a’;b")*(a";b")) =(axa'xa";bxb'xh")
((asb)*(a’b))*(a"b") =(a;b) *((a’;b") *(a";b"))

Donc : * est associative
2)a) Montrons que * admet un élement neutre

Soit: (a;b) e R®
Ona: (ab)*(L1)=(ab) V(ah)eR?

Et puisque :* est commutative




Alors : * admet un élement neutre c’est (1;1)

b) determinons dans R? les élements
symétrisables pour la loi *

soit (a;b) e R? on cherche (a’;b’) e R? tel que :
(a;b)*(a’;b")=(L1)
(a;b)*(a’;b")=(L1) = (axa’;bxb")=(L1)

siaz0 et b-0 alors

axa' =1 b %

Donc les élements dans R* symeétrisablesPour la loi

@{bxb'zl a':%

* sont les couples (a;b) e R? tel que: a=0eth=0
Et le symétrique de (a;b) est (%%) pour *
3)a) S=Rx{0}

Soit: (a;0)eS et (b;0)eS
(2;0)*(b;0)=(ab;0) €S

Donc : S est une partie stable de(IR? )

b) soit:(a;0)eS

ona: (a;0)*(L0)=(a;0)et (10)*(a;0)=(a;0)
donc : (10) est élément neutre pour (S ,*)
eton a (1;1) est élément neutre pour(R?,*)
et: (L1)=(30)

Exercice10 :on muniC de la loi de composition
interne T suivante : 212" = 77" ; v(z;2')eC?
v(aib)eR? (F,T) V(z,2')eC?

1) etudier la commutativité et I'associativité de T

2)résoudre dans C I'équation : (ZTZ)TZ =1
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Solution :
1) la commutativité de T ?

ona:1Ti=1i =—i et iTl=il=i
Donc : ITi #1T1 donc T non commutative
L’associativité de T ?
(iTYTi=iTi=i-(-)=1
iT(ITi)=iT —i=i-i=-1

Donc : (iTl)Ti #iT (1Ti) donc T non

associative

2)résolution dans C I'équation : (ZTZ)TZ =1
(T2)Tz=i o (Z)Tz=i 2z =i @\z\zfzi
Onpose: Z=X+1y avec (xy)eR?

\z\zfzi & (x2+y2)(x—ly) =i

‘2

N
Il

|z

o |(@+y?)x=0 x2+y2=00ux=0
7=l

| & (X2+y2)x—iy(x2+y?) =i

YOy =1 [y(ey)=-1
x2+y?=0 [x=0 x=0
= ou =
0=-1 y=-1 |y=-1
‘2‘27:i<:>2=—i donc : S ={-i}

Exercice11 :on munil = ]0;+o0[ de la loi de
composition interne * suivante :
X*y =

X2+Yy?2 v(xy)el?

soit f I'application définie sur | vers |
tel que: f(x)=x2 wxel

1) montrer que : f (xxy)=f (x)+ f(y)

2)a) montrer que * est associative
b) est ce que * admet un élément neutre

3)soit ael calculer: A=a*a%*..*8 neN’

nfois
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Solution : soit (x;y)e I

1) f(x*xy)=(x* y)2 :(\/WyZ)2 = X2+ y2
=f(x)+f(y) card

2) f(xxy)=1f(x)+f(y)

Donc f est un homomorphisme et puisque

f est une bijection donc f est un isomorphismes

De (I;*) dans (1;+) donc: (I;*) et (1;+)

Ont la méme structures et puisque + est
associative dans | alors xest aussi associative

Et puisque (I;+) n'admet pas d’élément neutre

alors : (1;*) n’admet pas d’élément neutre

+f(a)

3) f[a*a*....*a}= f(a)+f(a)+..

nfois nfois

f (A)=nf (a)=na?

Et puisque f est un isomorphismes de (1;*)
dans (1;+) donc: A= f*(na?)

Et puisque : f*(x)=+/x donc/A=+/naz=+/na

Exercice12 :1) on muniR d’'une loi de composition

interne * définit par : xxy=x+y-xy ; V(X y)eR’
soit f I'application définie sur R vers R

tel que: f(x)=1-x WvxeR

1) montrer que f est un homomorphisme bijectif

De (R;*) dans (R ;%)

2)en déduire que * est associative et que * admet
un élément neutre que I'on déterminera
3) determiner 'ensemble des élements
symétrisables pour la loi *
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4)soit acR calculer;: A=a*a%*...*8 neN°

nfois
Solution : 1) f(x)=1-x
f(x)=yel-x=yox=1-y

Donc: f*(x)=1-x=f(X) wxeR

Donc: f*=f
f(x*y)=1-x*y=1—(X+y—Xy)
=(1=x)(2-y) = f ()= f(y)

Donc : f est un isomorphismes de (R;*)
dans (R ;%)

2) puisque f est un isomorphismes de (]Ri;*)

dans (R ;x) alors: (R;*) et (R ;x)

Ont la méme structure et puisque x est
associative dans R alors * est aussi associative
dans R et puisque 1 est élément neutre dans

(R ;x)alors f*(1)=f(1)=0 est élément neutre
dans (R;*)

3)on a 0 est élément neutre unique qui n"admet
pas de symétrique dans (R ;x) etona f(0)=1
Donc : 'ensemble des élements symétrisables
pour (R;*)est R—{1}

4) f(A)= f(a*a*....*aJ: f(a)x f(a)x...x f(a)

nfois

nfois

f(A)=(f(a)) =(1-a)
Donc: A=f((1-a)")=f((1-a)")=1-(1-a)'

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et
exercices Que l'on devient un mathématicien
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