
  Prof/ATMANI NAJIB                                                                                                             1 

 

Cours FONCTIONS LOGARITHMIQUES 

PROF : ATMANI NAJIB                                                                                        2BAC SM BIOF 

 

I) LA FONCTION LOGARITHME NEPERIENNE 

1) Existence :  

Activité : Le but de cette activité est de montrer 

l’existence d’une fonction 𝑓 non nulle qui vérifie 

les deux conditions suivantes :  

(1)𝑓 est dérivable sur ]0, +∞[  

(2) (∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ∗2)(𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) 

1) Déterminons 𝑓(1) : 

D’après (2) en prenant 𝑥 = 𝑦 = 1 on obtient :  

𝑓(1) = 2𝑓(1) donc 𝑓(1) = 0. 

2) Déterminons l’existence d’un réel 𝑘 tel que : 

(∀𝑥 ∈]0, +∞[) (𝑓′(𝑥) =
k

x
). 

Pour tous 𝑥 et 𝑦 dans ]0, +∞ [  

on pose :    xg y f x y   et      xh y f x f y   ; 

on a : xg  et xh  sont dérivable sur ]0, +∞[ et : 

(∀𝑦 ∈]0, +∞[)(  xg y = 𝑥𝑓′(𝑥𝑦) et  xh y = 𝑓′(𝑦)  

(𝑓(𝑥) es une constante pour 𝑦) 

et puisque : (∀𝑦 ∈]0, +∞[)(  xg y =  xh y )  

alors : (∀(𝑥, 𝑦) ∈ 2 )(𝑥𝑓′(𝑥𝑦) = 𝑓′(𝑦)) pour 𝑦 = 1 

on trouve : (∀𝑥 ∈]0, +∞[) (𝑓′(𝑥) =
 1

x

f 
) 

Donc la fonction qui vérifie les conditions  est la 

fonction primitive de la fonction 
 1

x

f 
et qui 

s’annule en 1 

Inversement : 

Considérons la fonction primitive 𝑓 de x
x

k
  

sur ]0, +∞[ et qui s’annule en 1 ; montrons que 𝑓 

vérifie les deux conditions 

On a : 𝑓 est dérivable ]0, +∞[ (Définition de la 

fonction primitive). 

Considérons les fonctions :  

   yu x f x y   et      yv x f x f y    

on a yu  et yv sont dérivable sur ]0, +∞[ : 

∀𝑥 > 0; ∀𝑦 > 0 :    yu x yf x y   et    yv x f x    

et on a :      y y

k k
u x y f x v x

xy x
       

donc :∀𝑥 > 0; ∀𝑦 > 0    y yu x v x c   

Pour 𝑥 = 𝑦 = 1 on aura : 𝑣(1) = 𝑢(1) + 𝑐 et puisque 

𝑢(1) = 𝑣(1) alors 𝑐 = 0.  

D’où :∀𝑥 > 0; ∀𝑦 > 0    y yu x v x   

c-à-dire ∀𝑥 > 0; ∀𝑦 > 0 on a : 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦). 

Propriété : Les fonctions non nulles 𝑓 qui vérifient 

les deux conditions suivantes :  

(1) 𝑓 est dérivable sur ]0, +∞ [  

(2) (∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ∗2)(𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) 

sont les fonctions primitive de la fonction x
x

k
  

Sur ]0, +∞ [et qui s’annulent en 1. 

2) Fonction logarithme Népérienne  

2.1 Définition et propriétés algébrique : 

Définition :La fonction logarithme népérienne est 

la fonction primitive de la fonction 
1

x
x

 sur 

 ]0, +∞ [ et qui s’annule en 1 ; on la note par 𝑙𝑛. 

 

Conséquences immédiates : 

1) 𝑙𝑛 est définie sur ]0, +∞[ 

2) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑢(𝑥)) est définie si et seulement  

si 𝑢(𝑥) > 0 

3) 𝑙𝑛(1) = 0 

4) 𝑙𝑛 est dérivable sur ]0, +∞[  

et (𝑥 ∈]0, +∞[)  ln
1

x
x

   

Monotonie :On a : (𝑥 ∈]0, +∞[)  ln 0
1

x
x

    

Donc la fonction 𝑙𝑛 est strictement croissante sur 

]𝟎, +∞[   on a donc  1) 𝑙𝑛(𝑎) = 𝑙𝑛(𝑏) ⟺ 𝑎 = 𝑏 

2) 𝑙𝑛(𝑎) ≤ 𝑙𝑛(𝑏) ⟺ 𝑎 ≤ 𝑏 
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Applications1 : déterminer le domaine de 

définition des fonctions suivantes :  

1)  : 1f x ln x       2)  2: 3 2g x ln x x    

3) :
ln

x
h x

x
      4)  : ln 1k x x ln x     

5)  : ln 1k x x ln x     6) 
4

:
1

x
m x ln

x

 
  

 
 

solution :1)    1f x ln x    

 / 1 0fD x x     

1 0 1x x      donc :  1,fD     

2)    2 3 2g x ln x x    

 2/ 3 2 0gD x x x      

 
22 4 3 4 2 1 9 8 1 0b ac             

1

3 1 4
2

2 1 2
x


  


 et 

2

3 1 2
1

2 1 2
x


  


 

 

Donc :    ,1 2,gD      

3)  
ln

x
h x

x
      / 0 ln 0hD x x et x     

ln 0 ln ln1 1x x x      donc :    0;1 1;hD     

5)  : ln 1k x x ln x     

La fonction est définie ssi 0x   et 1 0x    cad  

0x   et 1x  donc :  1;kD    

 6) 
4

:
1

x
m x ln

x

 
  

 
 

La fonction est définie ssi 
4

0
1

x

x





 et 1 0x   

On utilisant  le tableau de signe on trouve : 

   , 1 4,mD       

Applications2 : Résoudre dans ℝ les équations 

et inéquations suivantes :1)  2 0ln x    

2)    3 1 5 10ln x ln x      3)    2 1 1 0ln x ln x     

4)    22 1ln x ln x                    5)  2 6 0ln x    

6)    1 3 1 0ln x ln x     

Solution :1)  2 0ln x    

a)cette équation est définie ssi : 2 0x   

2 0 2x x      donc :  2;ED    

b) Résoudre l’équation : 

     2 0 2 1 2 1 3 Eln x ln x ln x x D            

Donc :  3S   

2)    3 1 5 10ln x ln x        

 

a) cette équation est définie ssi : 5 10 0x   et 

3 1 0x    cad 2x   et 
1

3
x   donc :  2;ED    

b) Résoudre l’équation : 

   3 1 5 10 3 1 5 10 2 9ln x ln x x x x            

Donc : 
9

2
Ex D     donc : 

9

2
S

 
  
 

 

3)    2 1 1 0ln x ln x     

a)cette équation est définie ssi : 2 1 0x   et 

1 0x    cad  1

2
x   et 1x   

donc : 1
;1

2
ED

 
  
 

 

b) Résoudre l’équation : 

       2 1 1 0 2 1 1ln x ln x ln x ln x         

2
2 1 1 3 2

3
Ex x x x D         

Donc : 
2

3
S

 
  
 

 

4)    22 1ln x ln x       

a)cette équation est définie ssi : 2 0x  et 

2 1 0x    cad 0x   donc :  0;ED    
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   2 2 22 1 2 1 2 1 0In x In x x x x x          

 
2

1 0 1 Ex x D         Donc :  1S   

5)  2 6 0ln x    

a) cette équation est définie ssi : 2 6 0x    

2 6 0 3x x    Donc :  3;ED    

b) Résoudre l’inéquation : 

   2 6 0 2 6 ln1 2 6 1ln x ln x x         

7 7
;

2 2
x x

 
     

 
    

donc :  
7 7

; 3; ;
2 2

S
   

        
   

 

6)    1 3 1 0ln x ln x     

a) cette équation est définie ssi : 1 0x   et  

3 1 0x    cad 
1

; 1
3

x x
 

   
 

 donc  1;ID    

b) Résoudre l’inéquation : 

       1 3 1 0 1 3 1ln x ln x ln x ln x         

1 3 1 2 2 1x x x x        

Donc :    1; 1;S       donc :  1;S    

La propriété caractéristique : 

(∀𝑥 > 0; ∀𝑦 > 0)(𝑙𝑛(𝑥 × 𝑦) = 𝑙𝑛(𝑥) + 𝑙𝑛(𝑦)) 

Règles de calculs : 

 (∀𝑥 > 0)(𝑙𝑛 (
1

x
) = − 𝑙𝑛(𝑥)) 

 (∀𝑥 > 0; ∀𝑦 > 0) (𝑙𝑛 (𝑥𝑦) = 𝑙𝑛(𝑥) − 𝑙𝑛(𝑦)) 

 (∀𝑥 > 0; ∀𝑟 ∈ ℚ)(𝑙𝑛(𝑥𝑟) = 𝑟 𝑙𝑛(𝑥)) 

 (∀a > 0) 1

2
ln a lna  

 (∀a > 0) 1nln a lna
n

    1n      

Exemples : On pose  n 2 0,7l et  n 3 1,1l  

Calculer:  n 6l  ;  n 4l  ;  n 8l  ;  n 72l  

1
n

2
l

 
 
 

 ; 
3

n
2

l
 
 
 

 ;  n 2l  ;  n 6l  ;  n 3 2l  

 312 3ln  ; 2 2 2 2A ln ln     ; 

1 1
81 3

4 27
B ln ln ln     et    

2015 2019

2 1 2 1C ln ln     

Solution : 

       n 6 n 2 3 n 2 n 3 0,7 1,1 1,8l l l l      

       2n 4 n 2 2 n 2 2 n 2 2 0,7 1,4l l l l      

       3n 8 n 2 2 2 n 2 3 n 2 3 0,7 2,1l l l l       

           2 3 2 3n 72 n 3 2 n 3 n 2 2 n 3 3 n 2l l l l l l       

 n 72 2 1,1 3 0,7 2,2 2,1 4,3l      

   
3

n n 3 n 2 1,1 0,7 0, 4
2

l l l
 

   
 

 

 
1

n n 2 0,7
2

l l
 

   
 

 

   
1 1

n 6 n 6 1,8 0,9
2 2

l l 
 

       
1 0,7

ln 3 2 ln 3 ln 2 1,1 ln 2 1,1 1,1 0,35 1,45
2 2

    
 

         
1

23 3 312 3 3 2 3 3 2 2 3ln ln ln ln ln ln
 

       
 

 

       3 1 1
12 3 3 2 2 3 1,1 1,4 1,1 2,86

3 3
ln ln ln ln       

      2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2A ln ln ln ln           
 

 

 
2

2 1
2 2 2 2 0,35

2
A ln ln ln

 
    

 

 

4

3

1 1 1 1 1 4 1
81 3 3 3 3 3 3 3

4 27 4 2 4 23
B ln ln ln ln ln ln ln ln ln          

1,1
1,1 3 1,1 4,95

2
B     

        
2015 2019 2019 2019

2 1 2 1 2 1 2 1C ln ln ln         

        
20192019 2

22 1 2 1 2 1 2019 1 2019 0 0C ln ln ln          

Exercice1 : On pose 𝛼 = 𝑙𝑛(a) et 𝛽 = 𝑙𝑛(b) 

Calculer en fonction de 𝛼 et 𝛽 les réels suivants :  

 2 5ln a b   et    
6 7

1

a b
 

Solution : 

 

     2 5 2 5ln ln ln 2ln 5ln 2 5a b a b a b         

7 1 7 1

6 6 6 6

6 7

1 7 1
ln ln ln ln ln ln

6 6
a b a b a b

a b

      
        

  
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6 7

1 7 1
ln

6 6a b
 

 
   

 
 

2.2 Etude et représentation :  

D’après la définition de la fonction 𝑙𝑛 on peut 

conclure que : 

2.2.1) 𝑙𝑛 est définie, continue, dérivable et 

strictement croissante sur ]0, +∞[ 

2.2.2) Déterminons des limites référentielles :  

 a) lim ln ?
x

x



 

Soit 𝐴 un réel strictement positif. Comme la 

fonction 𝑙𝑛 est strictement croissante sur ]0; +∞[ et 

que 𝑙𝑛 (1) = 0 alors : 𝑙𝑛 (2) est un réel strictement 

positif. Par conséquent, le quotient : 
ln 2

A
est un 

réel strictement positif. 

On appelle 𝑛 le plus petit entier naturel tel que : 

𝑛 ≥
ln 2

A
 (il suffit de prendre 𝑛 = 𝐸 (

ln 2

A
) + 1) 

On multiplie par 𝑙𝑛 2 qui est positif on aura :  

𝑛 𝑙𝑛2 ≥ 𝐴 ⟺ 𝑙𝑛(2𝑛) ≥ 𝐴 

Comme ln est une fonction croissante, alors pour 

tout 𝑥 tel que 𝑥 ≥ 2𝑛  nous avons : 𝑙𝑛𝑥 ≥ 𝑛 𝑙𝑛2 ≥ 𝐴 

Donc (∀𝐴 > 0)(∃𝐵 > 0)(𝑥 ≥ 𝐵 ⇒ 𝑙𝑛𝑥 > 𝐴) :  

 (𝐵 = 𝑙𝑛2𝑛 où = 𝐸 (
ln 2

A
) + 1 ) Donc : lim

x

lnx


   

b)Déterminons : 
0

lim ln
x

x


 
 

On pose :
 

1
t

x
    si 0x


  alors t   

donc : 
0

1
lim ln lim ln lim ln

t tx
x t

t  
    

 

donc : 
0

lim ln
x

x


 
 

La droite (Δ): 𝑥 = 0 est une asymptote verticale à 

la courbe (𝐶𝑙𝑛) 

 c)Déterminons : 
ln

lim ?
x

x

x
  

En utilisant leT.A.F de la fonction 𝑙𝑛 sur
1;I x 
    

On va montrer que : 

 2 1ln
0

xx

x x


 

En effet la fonction ln est continue, dérivable sur I 

D’après le T.A.F  on donc : 

 
1

ln ln 1 1 1x x x
c

      

Donc :  ln 2 1x x   Donc : 
 2 1ln

0
xx

x x


  

Et puisque on a : 
 2 1

lim 0
x

x

x


  et lim 0 0

x
   

(à vérifier) alors : 
ln

lim 0
x

x

x
  

Donc la courbe (𝐶𝑙𝑛) admet une branche 

parabolique vers l’axe des abscisses au voisinage 

de +∞ 

Propriété :1) lim
x

lnx


       2) 
0

lim ln
x

x


    

3)
ln

lim 0
x

x

x
               4) 

ln
lim 0

rx

x

x
  (où r ∈ 

 )        

5) 
0

lim ln 0r

x
x x


 (où r ∈ 

 )       6) 
1

ln
lim 1

1x

x

x



   

7)
 

0

ln 1
lim 1
x

x

x


  

Preuve : 4) 
ln

lim 0
nx

x

x
  où (𝑛 ∈ ℕ∗)   ? 

1

ln ln 1
lim lim 0 0 0

n nx x

x x

x x x  
     (car 

ln
lim 0
x

x

x
 ) 

5) 
0

lim ln 0n

x
x x


 (où 𝑛 ∈ ℕ∗) ? 

Montrons d’abord que : 
0

lim ln 0
x

x x





  ? 

On pose 
1

t
x

  si 0x


  alors t   

0

1 1 ln
lim ln lim ln lim 0

t tx

t
x x

t t t



 
     

1

0 0
lim ln lim ln 0 0 0n n

x x
x x x x x

 



 
     

6) 
1

ln
lim 1

1x

x

x



 ? 

La fonction 𝑙𝑛 étant dérivable en 1 alors : 

1 1

ln ln ln1
lim lim

1 1x x

x x

x x 


 

 
= 𝑙𝑛′(1) = 1 

7)
 

0

ln 1
lim 1
x

x

x


  ? 
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On pose : 𝑡 = 𝑥 + 1 et on applique : 6) 

2.2.3) Le nombre 𝑒 :  

La fonction 𝑙𝑛 est continue strictement croissante 

sur ]0, +∞[ et 𝑙𝑛(]0, +∞[) = ℝ , donc le réel 1 a un 

antécédent noté 𝑒 (le nombre népérien) : 𝑙𝑛(𝑒) = 1 

2.2.4) Le Tableau de variation et La courbe 

(𝐶𝑙𝑛) : (𝐶𝑙𝑛) à une tangente en 𝐴(1,0) :(𝑇): 𝑦 = 𝑥 − 1 

   

 
  

 

Exemple1 : simplifier et calculer : 

   2 4 1
ln ln lnA e e

e

 
    

 
 

     91
2ln ln ln

3
B e e e e    

Solution : 

         2 4 1
ln ln ln 2ln 4ln lnA e e e e e

e

 
       

 
 

2 1 4 1 1 7A       

           91 1 1
2ln ln ln 2 ln ln ln 9ln

3 2 3
B e e e e e e e e         

     
1 1 1 1

1ln ln ln 3ln 1 1 3 1
2 2 2 2

B e e e e             

Exemple2: Déterminer les limites suivantes : 

1)
 2ln 1

lim
lnx

x

x


            2)   2lim

x
ln x lnx


       

3) lim
x

x lnx


                     4)  2

0
lim
x

ln x lnx


     

5) 
0

1
lim
x

lnx
x

 
 

 
                   6) 4

0
lim log
x

x x


 

7)
3

0
lim 2 ln
x

x x x


           8)  
1

lim 1
x

xln
x

 
 

 
 

9)   
2

0
lim
x

x ln x


 on pose : X x  

10)
 2 3

lim
1x

ln x x

x




   11)  

52

0
lim ln
x

x x


 

Solution : 1)
 2ln 1

lim
lnx

x

x


    ? 

On a :    lim 2ln 1 2 1
x

x


        

Et  lim ln
x

x


   donc forme indéterminé(FI) 

1
ln 2

2ln 1 1ln
lim lim lim 2 2 0 2

ln ln lnx x x

x
x x

x x x  

 
   

       

       ( car lim
x

lnx


  ) 

2)   2lim
x

ln x lnx


  ? 

      2 2lim lim lim 1
x x x

ln x lnx ln x lnx lnx ln x
  

        

( car lim
x

lnx


  ) 

3) lim
x

x lnx


  ?  

lim lim 1
x x

lnx
x lnx x

x 

 
     

 
 

( car lim 0
x

lnx

x
 et lim

x

lnx


  ) 

4)  2

0
lim
x

ln x lnx


  ? 

    
0 0

2lim lim 1
x x

ln x lnx lnx ln x
  

      

Car  
0

lim ln
x

x


  et  
0

lim ln 1
x

x


    

5) 
0

1
lim
x

lnx
x

 
 

 
      

 
0 0

1 1 1
lim lim

0x x

xlnx
lnx

x x  
 


       car 

0
lim 0
x

xlnx


  

6) 4

0
lim log 0
x

x x


  car 
0

lim ln 0n

x
x x


 (où 𝑛 ∈ ℕ∗) 
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7)
3

0
lim 2 ln 0
x

x x x


             

8)  
1

lim 1
x

xln
x

 
 

 
   on pose : X x  

0x X    

 
 

0 0

11 1
lim 1 lim 1 lim 1
x

ln X
xln ln X

x X X 


 
     

 

 

Car : 
 

0

ln 1
lim 1
x

x

x


  

9)   
2

0
lim
x

x ln x


 on pose : X x  

 
2

2 2X x X x X x      

0 0x X     

       
22 22 2 2

0 0 0
lim lim lim 2
x x x

x ln x X ln X X lnX
    

   

    
2 22

0 0
lim lim 4
x x

x ln x X lnX
  

  

    
2 2 2

0 0
lim 4 lim 4 0 0
x x

x ln x XlnX
  

     

Car : 
0

lim 0
x

xlnx


  

10)
 2 3

lim ?
1x

ln x x

x




On pose :  

 2 3

1

ln x x
f x

x





 

 

2 23 3
1 1

1 1

ln x lnx ln
x x

f x
x x

    
      

    
 

 
 

 

3 3
2 1 1

2

1 1 1

lnx ln ln
lnxx x

f x
x x x

   
     

   
  

  
 

 

3
1

2
1 1

1

lnx ln
xxf x

x

x

 
 

  




  on a : 
ln

lim 0
x

x

x
   et 

1
lim 0
x x

  et 
3

lim 1 0
x

ln
x

 
  

 
 

Donc : 
 2 3

lim 0
1x

ln x x

x





 

11)  
5

2
52 5

0 0
lim ln lim ln
x x

x x x x
  

 
  

 
 

On a : 

2

5

0
lim ln 0
x

x x


  donc  
52

0
lim ln 0
x

x x


  

Exercice2 : Résoudre dans ℝ les équations et 

inéquations suivantes : 

1)  
3

2 1
2

ln x           2)  
2

2 ln ln 6 0x x    

3)  
2

3 ln 2ln 1 0x x    

4) 
ln 3

1
ln 1

x

x


 


 

Solution : 1)  
3

2 1
2

ln x      

a) cette équation est définie ssi :  

1
2 1 0

2
x x      donc : 

1
;

2
ED

 
  
 

 

b) Résoudre l’équation : 

     
3 3

2 1 2 1
2 2

ln x ln x ln e      

 
3 3

2 22 1 2 1ln x ln e x e
 

      
 

 

 
 

3

3 1 1
2 1 ;

2 2

e
x e x

  
       

 
 

Donc :  
3

1

2

e
S

  
  
 
 

 

2)  
2

2 ln ln 6 0x x    

a) cette équation est définie ssi : 0x   

on pose :  ln x X  

on a alors : 22 6 0X X    

2 4 1 48 49 0b ac        

1

1 7

2 4
X

 



  et 

2

1 7

2 2
X

 



 

Donc : 
1

3

2
X    et 

2 2X    

Donc : 
1

3
ln

2
x   et 2ln 2x     donc : 

3

2
1x e  et  

2

2x e  finalement : 
2

1
,S e e
e

 
  
 
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3)  
2

3 ln 2ln 1 0x x    

a) cette équation est définie ssi : 0x   

on pose :  ln x X  

on a alors : 23 2 1 0X X    

2 4 4 12 16 0b ac        

1

2 4 2 1

2 3 6 3
X

 
  


  et 

2

2 4 6
1

2 3 6
X

  
   


 

Donc : 1

1
ln

3
x   et 2ln 1x    

Donc : 

1

33
1x e e   et  

1

2

1
x e

e

    

finalement : 3 1
,S e
e

 
  
 

 

4) 
ln 3

1
ln 1

x

x


 


 

a) cette équation est définie ssi : 0x  et ln 1 0x    

ln 1 0 ln 1 ln lnx x x e x e         

donc     0; ;ID e e    

ln 3 ln 3 ln 1
1 1 0 2 0

ln 1 ln 1 ln 1

x x x

x x x

  
      

  
 

1 1
ln 1 0 ln 1 ln lnx x x x

e e
          

ln 1 0 ln 1 ln lnx x x e x e         

 

        
1 1

0; ; 0; ; 0; ;S e e e e
e e

    
            

    
 

Exercice3 : Résoudre dans 2  le système 

suivant : 
3ln ln 2

2ln ln 3

x y

x y

 


 
 

Solution : 3ln ln 2

2ln ln 3

1

2

x y

x y

   


  

    0x  et 0y  

La somme des deux équations membres 

à membres donne : 

5ln 5 ln 1 ln lnx x x e x e        

On remplace x e  dans  la première équation  

On a donc : 

3ln ln 2 ln 2 3 ln 1e y y y         

1 1
y e y

e

     Donc 
1

;S e
e

  
   

  
 

Exercice4 : Résoudre dans ℝ les équations 

suivantes :1)  1 n 2 n3lnx ln x l l     

2)    2 5 1 4ln x ln x ln     

3)    14 10 7 3 ²ln x ln x x    

Solution : 1)  1 n 2 n3lnx ln x l l     

 

a) cette équation est définie ssi : 0x   et 1 0x   

donc :  1;ED    

b)  1 n 2 n3lnx ln x l l     

    1 n 2 n3 1 n 6lnx ln x l l ln x x l         

Ssi  1 6x x    ssi 2 6 0x x    

   
22 4 1 4 1 6 1 24 25 0b ac              

 
1

1 25

2 1
x

  



 et  

2

1 25

2 1
x

  



 

1 3x    ou  2 2 1;x      donc :  3S   

2)    2 5 1 4ln x ln x ln     

a) cette équation est définie ssi : 1 0x   et 

2 5 0x   cad 5
1

2
x etx

 
   

 
 donc  5

;
2

ID
 

  
 

 

b) 

       2 5 1 4 2 5 1 4ln x ln x ln ln x x ln         

  2 5 1 4x x   
22 3 9 0x x    

 2 4 9 4 2 9 9 72 81 0b ac             
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1

3 9

2 2
x





 et 

2

3 9

2 2
x





 donc : 1 3x   et 

2

3

2
x    

 

Donc : 
3 5 5

;3 ; ;3
2 2 2

S
     

         
     

 

3)    14 10 7 3 ²ln x ln x x    

a) cette équation est définie ssi : 14 0x   et 

10 7 3 ² 0x x   après résolution on trouve : 

10
1;

3
ID

 
  
 

 

b)    14 10 7 3 ²ln x ln x x    

14 10 7 3 ² 3 ² 8 4 0x x x x x       

 

     
2

2 3 2 0 ; 2;
3

x x x
 

        
 

 

Donc :  
2 10

; 2; 1;
3 3

S
    

         
    

 

2 10
1; 2;

3 3
S

   
     
   

 

Exercice5 : déterminer le domaine de définition 

des fonctions suivantes :  

1) 
 

 

1
:

ln

ln x
f x

ln x


      2)  : 1g x ln e x    

3) 

  
2

:

2 1

x
h x

ln x





      

Solution : 1) cette fonction est définie ssi : 

 1 0x   et 0x   et ln 0x   et  ln 0ln x   

Cad 1x    et 0x   et 1x   et ln 1x   

Cad 1x   et x e   donc :    1; ;fD e e    

2) cette fonction est définie ssi : 

 0e x   et  1 ln e x    

Cad x e  et e x e   Cad x e  et 0x   

donc :  0;gD e  

3) 

  
2

:

2 1

x
h x

ln x





 

Cette fonction est définie ssi : 

 2 0x   et   
2

2 1 0ln x    

Cad 0x   et      2 1 2 1 0ln x ln x   

 
1 1

2 1 0 ln 2 1 ln 2 ln
2

ln x x x x
e e

          

 2 1 0 ln 2 1 ln 2 ln
2

e
ln x x x e x         

 

1
0; ;

2 2

e
S

e

   
     
   

 

3) Dérivée de la fonction 𝒙 → 𝒍𝒏(𝒖(𝒙))  

D’après le théorème de la dérivée de la 

composition de deux fonctions on peut citer le 

théorème suivant : 

Théorème : Si 𝑢 est une fonction dérivable sur 𝐼 

et strictement positive sur 𝑰 alors la fonction / 

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑢(𝑥)) est dérivable sur 𝐼 

et (∀𝑥 ∈ 𝐼) (  
 

 

u x
f x

u x


  )) 

Exemple1 : Déterminer le domaine de dérivation 

et la dérivée de la fonction suivante :  

   2ln 3 5f x x   

Solution : la fonction 
2: 3 5u x x   est dérivable 

sur  et on a : 
23 5 0x    x   

alors la fonction :  2: ln 3 5f x x  est dérivable 

sur  et on a :  
 2

2 2

3 5 6

3 5 3 5

x x
f x

x x




  
 

x   

Exemple2 : calculer la dérivée des fonctions 

définies par :1)   2 lnf x x x    2)   lnf x x x  

3)    2ln 1f x x   
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Solution :1)    
2

2 1 2 1
ln 2

x
f x x x x

x x

       

2)    
1

ln ln ln 1ln ln 1f x x x x x x x x x x
x

            

3)     
 2

2

2 2

1 2
ln 1

1 1

x x
f x x

x x




    
 

 

Corolaire : Si 𝑢 est une fonction dérivable sur 𝐼 et 

ne s’annule pas sur 𝐼 alors la fonction : 

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(|𝑢(𝑥)|) est dérivable sur 𝐼  

et (∀𝑥 ∈ 𝐼) (  
 

 

u x
f x

u x


  ) 

 Preuve : (en exercice) 

Etudier deux cas 𝑢(𝑥) > 0 sur 𝐼 et 𝑢(𝑥) < 0 sur 𝐼. 

Exemple1 : calculer la dérivée de la fonction 

définie sur  2;I     par :  
 

34

3
2

8

1

x
f x

x





 

Solution :  2;x     on a : 

  
 

   
34

3
3 24

3
2

8
ln ln ln 8 ln 1

1

x
f x x x

x

 
     

 
 

 

      3 21
ln ln 8 3ln 1

4
f x x x        

Donc : 
 

 

   3 2

3 2

8 11
3

4 8 1

x xf x

f x x x

 
 

 
 

 2;x     

Donc : 
 

 

2

3 2

1 3 2
3

4 8 1

f x x x

f x x x


 

 
 

Donc : 
 

 

 
  

3

3 2

3 7 64

4 8 1

x x xf x

f x x x

  


 
 

Donc : 

 
 

  
 

 

   

3 3

3 2 3 4
3 24

3 7 64 3 7 64

4 8 1 4 8 1

x x x x x x
f x f x

x x x x

     
  

   

 

Exemple2 : Déterminer le domaine de dérivation 

et la dérivée des fonctions suivantes :  

1)   ln lnf x x  

2)   2ln sin 3sin 4f x x x    

Solution : 1) cette fonction est définie ssi : 

 0x   et ln 0x   cad  0x   et 1x   

Donc :    ; 1 1;fD       

Donc f  est dérivable sur  ; 1   et  1;  

   ; 1 1;x       :    
 ln

ln ln
ln

x
f x x

x




    

   
1

ln ln
ln

f x x
x x


    

2)   2ln sin 3sin 4f x x x    

cette fonction est définie ssi : 2sin 3sin 4 0x x   

on pose : sint x    donc :  ² 3 4t t   

9 16 7 0    donc : ² 3 4 0t t   

Donc : fD   

Alors :  la fonction f est dérivable sur  

 
 2

2 2

sin 3sin 4 2sin cos 3cos

sin 3sin 4 sin 3sin 4

x x x x x
f x

x x x x


  

  
   

 

Propriété :Si 𝑢 est une fonction dérivable sur 𝐼 et 

ne s’annule pas sur 𝐼 alors les fonctions primitives 

de la fonction
 

 

u x
x

u x


 sont les fonctions ; 

𝐹(𝑥) = 𝑙 𝑛(|𝑢(𝑥)|) + 𝐶𝑡𝑒 

Applications : Déterminer les fonctions primitives 

des fonctions suivantes : 

1)  
3

4
;

2

x
I f x

x
 


    2)    

1
0;1 ;I g x

xlnx
   

3)    
1

;1 ;
1

I h x
x

  


  4)  
3 cos

;2 ;
2 sin

x
I k x

x




 
  
 

 

5)   2

1

1
M x

x



  (Essayer d’écrire 

 
1 1

a b
g x

x x
 

 
 où 𝑎 et 𝑏 des réels à 

déterminer). 

6)  
3 22 3 2

3

x x x
N x

x

  



        

7)    
   

1
3; ;

2 ln 2
I q x

x x
  

 
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Solution : 1)on a  
 43

4 4

21

42 2

xx
f x

x x




 
 

 

Donc :   41
ln 2

4
F x x k    avec k  

Puisque : 
4 2 0x    donc :    41

ln 2
4

F x x k    

2)  
 

1

1 lnxxf x
xlnx lnx lnx


    

donc les fonctions primitives sont : 

  ln lnG x x k       avec k  

Puisque :  0;1x  donc : ln 0x  

Donc :    ln lnF x x k       avec k  

3)    
 11

;1 ;
1 1

x
I h x

x x


   

 
  donc les fonctions 

primitives sont :    ln 1H x x k              

Puisque :  ;1x   donc : 1 0x  

Donc :    ln 1H x x k      avec k  

4)  
 sin3 cos

;2 ;
2 sin sin

xx
I k x

x x





 

   
 

 donc les 

fonctions primitives sont :   ln sinK x x k   

avec k  

5)  
  

   

  2

1 11 1 1

1 1 1 2 1 1

x x
m x

x x x x x

  
  

    
   

 
 

  

 

  

1 11 1 1 1

2 1 1 1 1 2 1 1

x x
m x

x x x x x x

    
              

 

Donc les fonctions primitives sont : 

   
1 1 1 1

ln 1 ln 1 ln ln
2 2 1 1

x x
M x x x k

x x

   
       

  
 

6)  
  23 2 3 5 12 382 3 2

3 3

x x xx x x
n x

x x

     
 

 
        

Donc :   2 38
5 12

3
n x x x

x
   


 

Donc les fonctions primitives sont : 

 
3

25
12 38ln 3

3 2

x
N x x x x k        avec k  

7)    
   

1
3; ;

2 ln 2
I q x

x x
  

 
        

 
   

 

 

  
 

1

ln 221

2 ln 2 ln 2 ln 2

xx
q x

x x x x


  

   
 

Donc : donc les fonctions primitives sont : 

   ln ln 2Q x x k     avec k  

Exercice6 : Considérons la fonction 𝑓 définie  

par :   2

5 1

2

x
f x

x x




 
 

1) Déterminer l’ensemble de définition de la 

fonction 𝑓 et Déterminer les réels 𝑎 et 𝑏 tels que : 

 

   ;
1 2

a b
x D f x

x x
   

 
 

2) en déduire la fonction primitive de 𝑓  sur  ; 2   

Tel que  3 ln 2F    

Solution :1)  2/ 2 0fD x x x      

 2 24 1 4 2 1 1 8 9 0b ac             

1

1 3 2
1

2 1 2
x

 
  


 et 

2

1 3 4
2

2 1 2
x

  
   


 

Donc :  / 2;1fD    

 
   

     

 

  

2 1 22

1 2 1 2 1 2

a x b x a b x a bax a bx b
f x

x x x x x x

       
  

     
 

Donc : 
5

2 1

a b

a b

 


 
 Donc: 3 6a   Donc: 2a   

Donc : 3b    Donc:    
2 3

;
1 2

fx D f x
x x

   
 

 

2)     
   1 2

/ 2;1 ; 2 3
1 2

x x
x f x

x x

  
    

 
 

  2ln 1 3ln 2F x x x k        k  

 ; 2 2x x       et 1x   
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Donc : 2 0x   et 1 0x   

Donc : les fonctions primitives sont : 

      2ln 1 3ln 2F x x x k         k  

     3 ln 2 2ln 4 3ln 1 ln 2F k       

 2ln 2 2ln 2 3ln 2k k      

Donc :      2ln 1 3ln 2 3ln 2F x x x       

II) FONCTIONS LOGARITHMIQUES DE BASE 𝑎 

1) Définition  

Définition : Soit 𝑎 un réel non nul et différents  

de 1. La fonction notée par loga  définie sur ]0, +∞[ 

par :(∀𝑥 ∈]0, +∞[) (
ln

log
ln

a

x

a
 ) S’appelle : 

 la fonction logarithmique de base 𝒂 

Exemples : 1)Pour: 𝑎 =𝑒 on aura : 
ln

log ln
ln

e

x
x

e
   

2) 
2

2

ln 4 ln 2 2ln 2
log 4 2

ln 2 ln 2 ln 2
     

2) Propriétés et règles de calcul :  

Toutes les propriétés de calcul qu’on a vu 

concernant la fonction 𝑙𝑛 restent valables pour la 

fonction loga . 

a) Propriétés caractéristiques 

 

Preuve : Pour démontrer les propriétés 

précédentes il suffit d’utiliser la définition de la 

fonction loga  et les propriétés de la  

Fonction 𝑙𝑛 

 b) Propriétés :La fonction loga  est une bijection 

de ]0, +∞[ vers ℝ 

1) (∀𝑥 > 0)(∀𝑦 > 0)( loga  (𝑥) = loga  (𝑦) ⟺ 𝑥 = 𝑦) 

2) (∀𝑥 > 0)(∀𝑟 ∈ ℚ)(  loga x r  ⟺ 
rx a  

c)Propriété :La fonction loga  est continue 

dérivable sur ]0, +∞[ et (∀𝑥 ∈]0, +∞[)  

  
1

log
ln

a x
x a

   

Preuve : (En exercice) 

 

2)Etude et représentation de loga  : 

Soit 𝑎 un réel strictement positif et différent de 1 : 

1)La fonction loga  est définie sur ]0, +∞[. 

2) La fonction loga est continue et dérivable  

sur ]0, +∞[ et  (∀𝑥 ∈]0, +∞[) (   
1

log
ln

a x
x a

  )  

donc le signe de loga
  dépend du signe de 𝑙𝑛𝑎, ce 

qui nous amène à discuter deux cas : 

 𝑙𝑛𝑎 > 0 ; 𝑙𝑛𝑎 < 0 

 



  Prof/ATMANI NAJIB                                                                                                             12 

 

Exemples : simplifier et calculer : 

1) 8log 4    2) 
2

1
log

2
    3) 

3
log 9  

4)    5

2 2 1

3

1
log log 10 log 3

5
A

 
   

 
 

Solution :1)  

 
2

2 2 2 2

1
log log 2 log 2 2log 2 2 1 2

2
            

 
4

3 3 3
log 9 log 3 4log 3 4 1 4      

     
1

5 5
2 2 1 2 2 1

3 3

1
log log 10 log 3 log 5 log 5 2 log 3

5
A

  
          

   

 

2 2 2 1 1

3 3

1 1
log 5 log 5 log 2 log 3 1 log 3

5 5
A         

1

3

1 1 1 4
1 log 1

5 3 5 5
A       

Exercice7 : On pose  40log 100  et  16log 25   

Calculer 𝛽 en fonction 𝛼  

Solution :on a : 
 
 

2 2

3

ln 2 5ln100 2ln 2 2ln 5

ln 40 3ln 2 ln 5ln 2 5


 
  


 

D’autre part : 
 
 

2

4

ln 5ln 25 2ln 5 ln 5

ln16 4ln 2 2ln 2ln 2
      

Aussi on a : 

ln 5
2 2

2 4ln 2
ln 5 3 2

3
ln 2









 




 

 
2 4

3 2 2 4 3 2 2 4
3 2


      




        


 

 
 

2 3
3 2 2 4 2 2 2 3

2 2


      




        


 

3) Cas particulier 𝒂 = 𝟏𝟎 ; logarithme décimal :  

Définition :La fonction logarithmique de base 10 

s’appelle la fonction logarithmique décimal et se 

note par 𝒍𝒐𝒈 et (∀𝒙 ∈]𝟎, +∞[) (
ln

log
ln10

x
 ) 

Propriétés :1) 𝑙𝑜𝑔(10) = 1 

2) (∀𝑥 > 0)(∀𝑟 ∈ ℚ)(𝑙𝑜𝑔(𝑥) = 𝑟 ⟺ 10rx  ) 

3) (∀𝑟 ∈ ℚ)( 𝑙𝑜𝑔(10r
) = 𝑟 

4) 𝑙𝑜𝑔(𝑥) > 𝑟 ⟺ 𝑥 > 10r
 

5) 𝑙𝑜𝑔(𝑥) ≤ 𝑟 ⟺ 0 < 𝑥 ≤ 10r
 

Exemples : simplifier et calculer : 

1) 10log 100    2) 10log 0,0001 

3)    log 250000 log 250 log 125A     

Solution :1) 2

10 10 10log 100 log 10 2log 10 2 1 2      

2) 4

10 10 10log 0,0001 log 10 4log 10 4      

3)    log 250000 log 250 log 125A     

   log 250000 log 250 log 125A     

     2 4 2 31
log 5 10 log 5 10 log 5

2
A       

 2 4 21
log5 log10 log5 log10 3log5

2
A       

 
1

2log5 4log10 2log5 l 3log5
2

A       

1 1 9
2log5 4 log5 3log5 4

2 2 2
A          
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Exercice 8 :déterminer le plus petit entier naturel 

n  tel que : 203
10

2

n

 
 

 
 

Solution :  20 203 3
10 log log 10

2 2

n n    
           

 

3 20
log 20

32
og

2

n n

l

 
    

  
 
 

 

Le plus petit entier naturel 
0n  est donc : 

0

20
1 114

3
og

2

n E

l

 
 
   

  
  
  

 

Exercice 9 :1) Résoudre dans ℝ l’équation : 

1)     3 5log 2 log 1 0x x    

2)  
2

2 log 19log 10 0x x    

Où log est le logarithme décimal 

Solution :1) a) cette équation est définie ssi :  

0x   et 2 0x   donc :  0;ED    

b) Résoudre l’équation :     3 5log 2 log 1 0x x     

ssi  5log 1 0x    et  3log 2 0x   

ssi    5 5log log 5x   et    3 3log 2 log 1x   

ssi 5x   et 1

2
x    donc : 

1
;5

2
S

 
  
 

 

2)  
2

2 log 19log 10 0x x    

 0;ED     on pose : log x X   donc : 

22 19 10 0X X    

     
2 22 4 19 4 2 10 361 80 441 21 0b ac              

1

19 21
10

2 2
X


 


 et 

2

19 21 1

2 2 2
X


  


 

Donc : 1log 10x  et 
2

1
log

2
x    

Donc : 10

1 10x   et 

1

2
2 1

2

1 1 10
10

1010
10

x


     

Donc : 1010
,10

10
S

  
  
  

 

Exercice 10 :1) Résoudre dans ℝ les inéquations 

et équations suivantes : 

1)  1

2

1
log 1

2
x

 
  

 
    2)    2 4log 4 log 16 4x xx x   

Solution : 1)a) cette équation est définie ssi :  

1
0

2
x    donc : 

1

2
x   donc : 

1
;

2
ID

 
  
 

 

a) 
1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1
log 1 log log

2 2 2 2 2
x x x

     
            

     
 

car : 
1

2

log  est strictement décroissante 

donc : 1x   donc :  
1 1

;1 ; ;1
2 2

S
   

       
   

 

2)a) cette équation est définie ssi :  

4 0x   et 16 0x   et 2 0x   et 2 1x   et 4 1x 

donc : 0x   et 
1

2
x   et 

1

4
x   

donc :  
1 1

0; ;
4 2

ID
 

    
 

 

b) :Ix D     2 4log 4 log 16 4x xx x    

       2 2 4 4log 2 log 2 log 4 log 4 4x x x xx x      

Or on a  log 1a a   donc : 

   2 4log 2 log 4 2x x    

Et on a :  
 

   
2

2

ln 2 1
log 2

ln 2 log 2
x

x x
   

   2 2 2 2log 2 log 2 log 1 logx x x     

Donc :  2

2

1
log 2

1 log
x

x



 

D’autre part on a :  
 

   
4

4

ln 4 1
log 4

ln 4 log 4
x

x x
   et  
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   4 4 4 4log 4 log 4 log 1 logx x x     

Et puisque : 
 

 

 

 
4 2

ln ln 1
log log

ln 4 2ln 2 2

x x
x x    

Donc :  
   

4

2
2

1 2
log 4

1 2 log
1 log

2

x
x

x

 




 

Donc l’équation devient : 
2 2

1 2
2

1 log 2 logx x
 

 
 

Cad :  
2

2 22 log 3log 0x x   

Cad : 2

3
log

2
x


   ou 2log 0x   

Cad : 
3

2
3 3
2

2 2 1
2

2 222

x


      ou 1x   

donc : 
1

;1
2 2

S
 

  
 

 

4) Applications  

Exemple1:A) soit la fonction g  définie  

par :  g x x lnx   

1) Déterminer gD l’ensemble de définition de la 

fonction 𝑔 et déterminer les limites aux bornes  

de gD  

2) Déterminer la fonction dérivée de la fonction 𝑔 

puis dresser le tableau de variation de 𝑔 

3) en déduire que : 0x        x lnx      

B) soit la fonction 𝑓 définie par : 

 
 

 

; .. 0

0 1

x lnx
f x si x

x lnx

f





  

 

1)Montrer que  0;fD    

2)Montrer que 𝑓 est continue à droite de 0 

3)calculer :  lim
x

f x


 

4) Etudier la dérivabilité de la fonction 𝑓 à droite 

de 0 

5) Montrer que :  0;x     
 

 
2

2 1 lnx
f x

x lnx


 


 

6) Dresser le tableau de variation de 𝑓 

7)déterminer les points d’intersections de fC  et la  

Droite :   : 1y   

8) Montrer que : fC  coupe  l’axe des abscisses 

en un point d’abscisse dans 
1

;1
2

 
 
 

 

9) Construire la courbe fC  dans un repère 

 ; ;O i j   ) 2 0,7ln     ,  2,7e   ( 

Solution :1)  0;gD  
 

 lim lim lim 1
x x x

lnx
g x x lnx x

x  

 
      

 
 

Car : lim 0
x

lnx

x

  

 
0 0

lim lim
x x

g x x lnx
  

      Car : 
0

lim
x

lnx


   

 

2)    
1 1

1
x

g x x lnx
x x

       

Le signe de:  g x  est celui de 1x   car  0;x   

Tableau de variation de 𝑔 

 

3)on remarque que : que la fonction g  

Admet une valeur minimal en  0 1x   

Donc :    1g g x   0;x         1 1g   

Donc : 0 1 x lnx    Donc : lnx x    0;x    

B) 1)  

 0 1

x lnx
f x

x lnx

f





  

 

f  est définie ssi 0x lnx   et 0x   

On a 0 x lnx   donc : 0x lnx   et on a  0 1f    
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Donc :  0;fD    

2) 
 

0 0 0 0

1 1

lim lim lim lim

11
x x x x

x xlnx
x lnx lnx lnxf x

xxx lnx
lnx

lnxlnx

      

 
  

  
  

  
 

 

 

Et on a 
0

lim
x

lnx


     donc 
0

lim 0
x

x

lnx




  et 

0
0


 

   
0

lim 1 0
x

f x f


    

Donc :𝑓 est continue à droite de 0 

3) 

 
1 1

lim lim lim lim 1

11
x x x x

lnx lnxx
x lnx x xf x

lnxlnxx lnx
x

xx

   

 
  

  
   

  
 

 

 

Car : lim 0
x

lnx

x

  

Interprétation graphique :la droite  1y   est une 

asymptote a la courbe de 𝑓 

4) Etude de la dérivabilité de la fonction 𝑓 à droite 

de 0 : 

 
   

0 0 0

1
0

lim lim lim
0x x x

x lnx x lnx x lnx
f x f x lnx x lnx

x x x    

   


   


 

 
 

0 0

2 2
lim lim 0 0d
x x

x
f

x x lnx x lnx  

   
 

 

 Donc : 𝑓 est dérivable à droite de 0 

5) 

 
      

 
2

x lnx x lnx x lnx x lnxx lnx
f x

x lnx x lnx

       
   

  
 

   

   
2 2

1 1
1 1 1 1

lnx lnxx lnx x lnx x lnx x lnx
x x x x

x lnx x lnx

   
              

   
 

 

 

 0;x    :  
 

 

 
2 2

2 12 2 lnxlnx
f x

x lnx x lnx


  

 
 

6) tableau de variation de 𝑓 :  0;x   

Le signe de:  f x  est celui de 1 lnx   

1 0 1 lnlnx lnx e lnx e x         

Tableau de variation de 𝑓 

 

7) points d’intersections de fC  et   : 1y   ? 

  1 1
x lnx

f x x lnx x lnx
x lnx


      


 

  1 2 0 1f x lnx x      

le point d’intersection de fC  et la Droite :   : 1y   

est :  1;1A  

8) 𝑓 est continue sur  0;fD    donc continue 

Sur : 
1

;1
2

 
 
 

 et on a :  
 

 

1 1
1

2 21 1 0
1 1

1
2 2

ln

f

ln



   



 

Et 

1 1 1 1 2 2
2

1 1 2 22 2 2 2 0
1 1 2 21 12 1 2 2

2
2 22 2

lnln ln
ln

f
ln ln

lnln

    
   

            
 

 

Donc : d’après le théorème des valeurs 

intermédiaires : l’équation   0f x   admet au 

moins une solution dans 1
;1

2

 
 
 

cad fC  coupe  

l’axe des abscisses en un point d’abscisse  

dans 
1

;1
2

 
 
 

 

9) 
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Exemple2 : Considérons les fonctions 𝑓  et g 

définies sur  1;  par : 

   
2

ln 1
2

x
f x x x     et    

2 3

ln 1
2 3

x x
g x x x      

1)a)calculer les limites suivantes :  
1

lim
x

f x


 

 lim
x

f x


 ;  
1

lim
x

g x


 

b) montrer que :  1;x     on a : 

   
 

 

3 2ln 1 2 3 6
1

1 6 1

x x x x
g x x

x x

   
      

  

et en déduire :  lim
x

g x


 

c) Etudier les variations les fonctions 𝑓 et g  

Puis dresser les tableaux de variations de 𝑓 et g 

2) en déduire  que   0;x   : 

 
2 2 3

ln 1
2 2 3

x x x
x x x     

3) calculer : 
 
2

0

ln 1
lim
x

x x

x

 
 

4)monter que :  0;x   : 

 
2 3 4 2 3

ln 1
2 3 4 2 3

x x x x x
x x x       

Solution :1)  
1

lim ln 1 ?
x

x


  

On pose : 1t x     1 0x t
 

     

 
1 0

lim ln 1 lim ln
x t

x t
  

     

Et on a : 

2

1

1 3
lim 1

2 2 2x

x
x


      

Donc :    
2

1 1
lim lim ln 1

2x x

x
f x x x

  
       

 lim
x

f x


 ?    on a :  

2 2

lim lim
2 2x x

x x
x

 
      

Et on a :  lim ln 1
x

x


    donc  lim
x

f x


   

 
1

lim ?
x

g x


    on a :  
1

lim ln 1
x

x


    

Et 

2 3

1

11
lim

2 3 6x

x x
x


      donc :  

1
lim

x
g x


   

b) montrons que :  1;x     on a : 

   
 

 

3 2ln 1 2 3 6
1

1 6 1

x x x x
g x x

x x

   
      

 ? 

     
2 3 3 22 3 6

ln 1 ln 1
2 3 6

x x x x x
g x x x x

    
          

   
 

   
 

 

3 2ln 1 2 3 6
1

1 6 1

x x x x
g x x

x x

   
      

 

Déduction de :  lim
x

g x


 ? 

   
 

 

3 2ln 1 2 3 6
lim lim 1

1 6 1x x

x x x x
g x x

x x 

   
      

 

 ln 1
lim ?

1x

x

x




On pose: 1t x     

x t     donc :

 ln 1 ln
lim lim 0

1x t

x t

x t 


 


 

 

3 2 3 22 3 6 2
lim lim lim

6 1 6 3x x x

x x x x x

x x  

 
   


 

Donc :  lim
x

g x


   car lim 1
x

x


    

C1) Etude des variations les fonctions 𝑓? 

 

 1;x       ln 1x x   est dérivable donc f est 

dérivable et on a :  

 
 

 
21 1

1 1 0
1 1 1

x x
f x x x

x x x


        

  
    1;x     

  0 0f x x     

Donc : tableau de variations de 𝑓 : 
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C2) Etude des variations les fonctions g ? 

g est dérivable sur  1;x     et on a :  

   
31

1 ²
1 1

x
g x x x

x x


     

 
 

Le signe de  g x   est celui de x  

Donc : tableau de variations de g : 

 

2) déduction d’un encadrement de   ln 1 x  ? 

Des variations les fonctions 𝑓 et g en deduit que : 

   0g x f x    0;x    donc : 

   
2 3 2

ln 1 0 ln 1
2 3 2

x x x
x x x x        

Donc :  
2 2 3

ln 1
2 2 3

x x x
x x x       0;x    

3) 
 
2

0

ln 1
lim
x

x x

x

 
 ? 

Donc :  
2 2 3

ln 1
2 2 3

x x x
x x x      on deduit que 

 
2

ln 11 1

2 3 2

x xx

x

 
  et puisque : 

0

1 1
lim

2 3 2x

x


   

Donc : 
 
2

0

ln 1 1
lim

2x

x x

x

 
  

4)montrons que :  0;x   : 

 
2 3 4 2 3

ln 1
2 3 4 2 3

x x x x x
x x x       ? 

Soit  la fonction définie  1;x     

Par :    
4

4

x
x g x    

  est dérivable sur  1;x     et on a :  

   
4

3 0
1

x
x g x x

x
     


   1;x     

  0 0x x      donc   strictement croissante  

sur  1;   

   0 0 0x x       

donc :  
2 3 4

ln 1
2 3 4

x x x
x x      0;x    

donc :  
2 3 4 2 3

ln 1
2 3 4 2 3

x x x x x
x x x       

Exemple3 : 1) Résoudre dans ℝ les inéquations 

et équations suivantes : 

1)   
2

3log 7 1 0x      2)  3log 5 1 2x  

 

 
3

2

3

log 5 1
3) 1

log 7 1

x

x





    

Solution : 1)a) cette équation est définie ssi :  

7 1 0x   donc : 
1

7
x   donc : 

1

7
ID

 
   

 
 

¨b)    
2 2

3log 7 1 0 7 1 1x x      

7 1 1x    ou 7 1 1x    
2

7
x   ou 0x    

donc : 2
0;

7
S

 
  
 

 

 

2)  3log 5 1 2x    

2)a) cette équation est définie ssi : 5 1 0x    

Donc : 
1

;
5

ED
 

   
 
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  2

3

8
log 5 1 2 5 1 3 5 8

5
x x x x          

Puisque : 
8 1

;
5 5

 
   
 

 alors :: 8

5
S

 
  
 

 

 

 
3

2

3

log 5 1
3) 1

log 7 1

x

x





    

a) cette équation est définie ssi : 5 1 0x   et 

 
2

3log 7 1 0x   et 7 1 0x   

cad : 
1

5
x   et 

1

7
x   et 

2

7
x   et 0x   

 
1 1 2

; 0; ;
5 7 7

ED
   

      
   

 

D’abord étudions le signe de :  
2

3log 7 1x  

   
2 2

3log 7 1 0 7 1 1x x      car : 
1

2

log  est 

strictement décroissante  

 

   
2

7 1 1 0 7 2 0x x x        

1cas : si : 
1 2

;0 ;
5 7

x
   

      
   

 on a donc :  

 
2

3log 7 1 0x   

 

 
   

23

3 32

3

log 5 1
1 log 5 1 log 7 1

log 7 1

x
x x

x


    


 

 
2 25 1 7 1 0 49 19x x x x        

1 19
;0 ;

5 49
x

   
       

   
 

2cas : si : 
1 1 2

0; ;
7 7 7

x
   

    
   

 on a donc :  

 
2

3log 7 1 0x  

 

 
   

23

3 32

3

log 5 1
1 log 7 1 log 5 1

log 7 1

x
x x

x


    


 

 
2 27 1 5 1 49 19 0x x x x        

1 1 2 19 1 1 2
0; ; 0; 0; ;

7 7 7 49 7 7 7
x x

          
                

          
 

Donc : 
1 1 1 2 19

;0 0; ; ;
5 7 7 7 49

S
       

            
       

 

Exemple4: Considérons la fonction 𝑓 définie  

par :  
3 1 1

3 ln
2 2 1

x
f x x

x x


   


 

1) Déterminer l’ensemble de définition de la 

fonction 𝑓 

2)montrer que le domaine d’étude de 𝑓 est : 

   0;1 1;ED     

3) Déterminer les limites aux bornes de ED  

4) Etudier les variations de 𝑓 sur ED  

5) Etudier les branches infinies de  fC  

la courbe de 𝑓 

6). Construire la courbe  fC  dans ED  

Solution : 1)  
3 1 1

3 ln
2 2 1

x
f x x

x x


   


 

cette fonction est définie ssi : 0x   et 1x    

et 
1

0
1

x

x





 

donc : 1x   et 1x  et 0x   

donc :  1;0;1ID     

2)le domaine d’étude de 𝑓 ? 

a)  1;0;1x     on a  1;0;1x     

b)  
3 1 1

3 ln
2 2 1

x
f x x

x x

 
     

 
 

 
3 1 1

3 ln
2 2 1

x
f x x

x x


     


 

 
3 1 1

3 ln
2 2 1

x
f x x

x x


     


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Donc :     6f x f x     

 Donc :        2 0 2 3f x f x f x        

Donc le point :  0; 3I  est un centre de symétrie 

de  fC la courbe de 𝑓  

donc Il suffit d’étudier f sur :    0;1 1;ED     

3) les limites aux bornes de ED  ?  

 
0

lim
x

f x


   

On a :
1

1
lim

1x

x

x


 


 et lim ln

t
t


    

donc :  
1

lim
x

f x


   

 on a : 
1

lim ln 0
1x

x

x





 donc :  lim

x
f x


   

4) Etude des variations de 𝑓 sur ED  ? 

La fonction 𝑓 est dérivable sur les intervalles 

 1;  et  0;1 (somme et composées de fonctions 

dérivables) 

et on a :  
  

 

2 2

2 2 2

2 1 33 1 1 1
1

2 2 1 1 2 1

x x
f x

x x x x x

  
      

   
 

      0;1 1;x     

Donc : tableau de variations de 𝑓 : 

 

 

5) Etude des branches infinies de  fC  

la courbe de 𝑓 ? 

  
0

lim
x

f x


   donc : 0x   est une asymptote 

de la courbe de 𝑓  

  
1

lim
x

f x


   donc : 1x   est une asymptote 

de la courbe de 𝑓  

 1x    est une asymptote de la courbe de 

𝑓 (par symétrie) 

 On a :    
3 1 1

3 ln
2 2 1

x
f x x

x x


   


 

   
3 1 1

lim 3 lim ln 0
2 2 1x x

x
f x x

x x 


    


 

Donc : 3y x   est une asymptote oblique de la 

courbe de 𝑓 au voisinage de  et   

 

 

 

« C’est en forgeant que l’on devient forgeron »  

Dit un proverbe. 

C’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et 

exercices Que l’on devient un mathématicien 

 

 

 

 

 

 

 

 




