Cours LA DERIVATION (APPLICATIONS) Etude de fonctions
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LA DERIVATION -APPLICATIONS
Etude de fonctions

1) MONOTONIE ET EXTREMUMS D’UNE
FONCTION CONCAVITE ; CONVEXITE ;

POINTS D’INFLEXION _( rappelles)

Propriétél : Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle ouvert | et ael

Si f admet un extremum relatif en a alors
f'(a)=0

Propriété2 : Si f est dérivable en a et admet un
extremum en a, alors sa courbe représentative
Admet une tangente paralléle a (0x) en A(a, f(a))
Propriété3:

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

1) Si f" est positive sur [ alors f est croissante
sur I.

2) Si f" est négative sur I alors f est décroissante
sur I.

3) Si f' est nulle sur I alors f est constante sur I.
Propriété4 :Si f est dérivable sur un intervalle I
et sa fonction dérivée est strictement positive sauf
sur un nombre fini de point ou elle peut s’annuler
alors f est strictement croissante sur [
Propriété5 :Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle ouvert I eta € I.

Si f' s’annule en a en changeant de signe a droite
et a gauche de a alors f admet un extremum en a

Exemplel : Soit f(X)=xyx*-x
Etudier les variations de la fonction f
Solution : D; =]—o0;0]U[1;+o0

Ona: f(x)zx,/u(x) avec u(x)=x"-x
Etona: u(x)>0 VxeD,; —{0;1}

Donc f est dérivables sur D, —{0;1}

(¢
2% —x

VXEDf—{Oil} ; f’(x):(x\/xz—x)’:x’\/xz—x+x
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2x—1 _ 4x®—3X
20x2—x  2x% —x

f'(x)=vx*—x+x

Puisque : 2yx*-x >0 Vvxe D, —{0;1}

Le signe de f’(x) est le signe de 4x*—3x

Le tableau de signe de : 4x* —3x est :

T —00 0
4x°—3x -+ [:J

3/4 +oo

0+

Ona: f'(x)=0 Vxell+o etVxe ]-w;0[
donc f est strictement croissante sur}%;m[

et sur |—o0; 0

1 1
Exemple : Soit f(x)=§x3+5x2—2x

Etudier les extremums de la fonction f

Solution: D, =R VxeR f'(X)=x"+x-2
Le signe de f’(x) estle signe de x*+x—2
f'(x)=0ex*+x-2=0

A =9 deux solutions : X, =1 et X, =-2

Donc voici le tableau de variation de f :

+o0

+00

~7/6

Du tableau de variation de f en deduit que :

f admet une valeur minimal relatif c’est —% enl
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f admet une valeur maximal relatif c'est 1% en -2

Exercice : Soient les fonctions suivantes :

1) f (x)=3x*-2x+1 2) g(x)=%x3—x2+x—1

_ X*+x+1
(x-1)

Etudier les variations de ces fonctions et

3)h(x)

déterminer les extremums s’ils existent

Solution : 1) D, =R f est une fonction polynéme

donc dérivable sur R

vxeR f'(x)=6x-2=2(3x-1)

Le signe de f’(x) estle signe de 3x-1
' 1

f (x)=0<:>3x—1=0<:>x=5

Donc voici le tableau de variation de f :

xT —00 % +o0
f@| - g+
—“+o0 oo
f(x) \:;/

f' s’annule en% en changeant de signe a droite

et a gauche alors f admet un extremum en%

Du tableau de variation de f en deduit que :

f Admet une valeur minimal absolue

C'est % en % donc: vxeR f(X)Z%

1)D, =R g est une fonction polynéme donc
dérivable sur R

vxeR g'(x)=x—2x+1=(x-1)

Puisque : 9'(X)>0 et g s’'annule seulement en

X =1 alors la fonction g est strictement croissante
sur R et g n’admet pas d’extremums
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_ x>+ x+1
(x-1)

D, =R—{1} = |-o0; ] U J1; 400

3)h(x)

XxeD, ©x-120<x#1

Puisque h est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D,

(2x +1)' (x—l)2 -2(x2+ x+1)(x—1)'

vxeD, : h'(x)= (x—1)4

=3(X+l)= 3 x+1
(x—l)3 (x—l)2 x-1

h'(x)

3

Puisque: vxeR—{3} 1)
X_

>0 Le signe de h'(x)

2

est le signe de x_+i

Donc voici le tableau de variation de h :

z |=00 -1 1 +00
W) o+ 0 - +
—1/4 -1
hz)| 7 / 7
—1 —0|[—oc

h' s’annule en-1 en changeant de signe a droite et
a gauche alors f admet un extremum en-1
Du tableau de variation de f en deduit que :

f Admet une valeur maximal relative

c'est —% en -1

Exercice : Soit la fonction : f (x)=4x° —3x* —6x

Montrer que f est majorée sur l'intervalle :

l, =]0;1] et minorée sur l'intervalle : 1, {—%;W{

et bornée sur lintervalle : 1, =[—%;1}

Solution : 1) D, =R f est une fonction polynéme

donc dérivable sur R

vxeR f'(x)=6(2x2—x-1)=6(x—1)(2x+1)

2




Le signe de f’(x) estle signe de (x—1)(2x+1)

f'(x)=0<x=1 ou x:—%

Donc voici le tableau de variation de f :

T |—00 —1/2 1 +00
f@ + 0 - 0+
7/4 +00
f(x) B \5/

Du tableau de variation de f on a :
e fest croissante sur }_w;_l} et décroissante
2

sur {_1;1} en deduit que f Admet une valeur
2

: 1 ract | .
maximal en —Esur I, C'est n donc :

IS IEN

vxel, : f(X)<— donc que f est majorée sur

lintervalle : 1, =]-;1] par %

e fest décroissante sur {—%;1} et croissante

sur [L+] en deduit que f Admet une valeur

minimal en 1 sur 1, c’est -5 donc :

vxel, : =5< f(X) donc que f est minorée sur
lintervalle : 1, par -5

Exercice : Soit la fonction f définie sur | =[0; 7]

par: f(x)=sin’x Etudier la concavité de la

courbe de f et déterminer les points d’inflexions
s’ils existent sur |

Solution : Vx e[0; 7]
f'(x) =(sin2 x)' =2(sin x)' (sin x)z_l = 2c0s Xsin X
f'(x)=sin2x= f"(x)=2cos2x Vxe[0;7]
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f"(X):0<:>COSZX:O<:>2X:%+k7z<:>X:%+k7ﬂ

Et k € Z donc les solutions sont : x:% et x=37”

Xe [0;72'] = 2X e [0; 272']

20 [0 3 2 o
cos2x + 4} — ¢ +
On adonc:

T 0 E % T
x)| + ¢ - ¢1 +

Donc :(Cf)est convexe sur {0, ”}{3”;4
4

(Cy)est concave sur {3”3”} et A[—,—)et
44 2

B(B%%j sont les points d’inflexions de (Cf)

Il) LES ELEMENTS DE SYMETRIE D’UNE
COURBE.

1) Axe de symétrie :

Propriétél : Soit f une fonction numérique dont
'ensemble de définition est Dy.

La droite (A): x = a est un axe de symétrie de la
courbe Cr si et seulement si :

a)(Vx € Df )(2a — x € Dy)

b)(vx € Dr )(f(2a - x) = f(x))

Exemple: Soit f la fonction définie par :
f(x)=vVx-x* 1)Déterminer D,

, 1
2) montrer que la La droite (A): X = > est un axe

de symétrie de la courbe Cr

Solution :1)On a: f(x)=vx-x’

D, ={X€R/X—X220}

X—Xx*=0< x(1-x)=0< x=1oux=0

Tableau de signe :

1w




x;:rz — (:] —+ (:) —

donc: D, =[0,1]
2)a) montrons que : si xe D, =[0,1] alors
1-xeD,?
xeD; =[01]=0<x<1=-1<-x<0=1-1<1-x<1
Donc: xeD; =0<1-x<1=1-xeD;

b) montrons que @ f (1-x)= f (x) ¢

f(1-x)= \/(l—x)—(l—x)z = \/1— x—(1—2x+ x2)

=1-X-14+2X—X" =X=X" = f (X
\/ 2 \/ 2

1
Donc : La droite (A): X = > est un axe de

symétrie de la courbe Cr

2) Centre de symétrie.

Propriété :Soit f une fonction numérique dont
'ensemble de définition est Dy.

Le point Q(a, b) est un centre de symétrie de la
courbe Cf si et seulement si :

a) (Vx € Df )(2a — x € Dy)

b) (vx € Dr)(f(2a - x) = 2b - f(x))

Exemple: Soit f la fonction définie par :

f (x)=sinx—cosx . Montrer que le point Q(%;oj
est un centre de symétrie de(Cf )

Solution :

a)onasi xeR alors 2%—X=%—XER

b) montrons que : f (%—sz 2x0—f(x) ??

v . T T .
f| =—x|=sin| =—x |-cos| =—x |=cos x—sin x
(2 j (2 j (2 )

donc f (%—xj:ho— f(x) vxeR
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donc le point Q[%;oj est un centre de symétrie

de(C,)

lIl) DEMI-TANGENTE VERTICALE
Propriété : Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme [a, a + [
Si f est continue a droite de a et
f()-1(a)_,

X—a
Alors la courbe Cf admet une demi-tangente
verticale a droite de a.
Interprétation géométriques

lim

x—a*

. flx)—fla)
| lim —— =

¥+

N

on

rapt  I-a

Exemple : Soit f la fonction définie par :
f (x)=x*v1+x
1. etudier la dérivabilité de f a droite en x, =-1.

2. donner une interprétation géométrique

Solution : D, =[-1+oq[

f(x)-f(-1 N 2
1) lim ()= Ty XX 0 XX
o X+1 o X+] o x+1
2
im () jm 0Ky X1
= —_— = = = — =40
O (X+)V1+X 2T (x+1)VI+x oL YIex 0

Donc f n'est pas dérivable a droite en x, =-1.
2)Interprétation géometrique :

La courbe Cf admet une demi-tangente verticale
a droite du point A(-1 f (-1)) dirigée vers le haut
f(x)-f(-1)

lim

x—>-1"

Car: =40 (+x+=+)

IV)BRANCHES INFINIES.

I
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X—>too

Si: lim f(x)=z0w

Si: lim f(x) =00

X—a

Ladroite (A) : y = ax+b est une Asymptote oblique a (C; )
signifie que : lim(f(x)— (ax+b))=0
X—>00

La droite (A) d’équation y =best une Asymptote
a (C,) au voisinage de oo

(C;)estaudessus de (A) & (f(x) —(ax+ b))> 0
(C,)estendessous de (A) < (f(x)—(ax+b))<0

Détermination de la nature de la branche infinie dans le cas : lim f(x)=+*owo

Si: hm@—ﬂ

x>t Y

Si: lim

Xx—to Y

f(x) _

X—>to0

#z0

lim (f(x)—ax)=b

X—>+o0

lim (f (x)— ax) =

X—>+o0

La droite (A) d’équation x=a est une

Asymptote a (C,) au voisinage de a

Si: hm@—ioo

x—to Y

La courbe (C,) admet une branche

parabolique de direction (Ox)

La droite (A) d’équation y =ax+b
est une Asymptote a (C;) au

voisinage de .

.....

La courbe (C,) admet une

branche parabolique de direction
la droite (D), d’équation y = ax

T

La courbe (C,) admet une

branche parabolique de direction
(Oy)
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V) ETUDE DE FONCTIONS : “ﬁ
Exemplel :soit f une fonction définie par :

1 1

f =2
(X) +x x-1

1) déterminer D, ensemble de définition de f
2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

3) étudier la position de courbe (C, )avec son

asymptote horizontal

4) étudier les variations de f et dresser le
tableaux de variation de f

5) déterminer les points d'intersections de(C; )
avec l'axe des abscisses f

6) montrer que la droite d’équation x :% estun
axe de symétrie de(C,)

7) tracer la courbe (C, )

Solution : 1)Xe D; & x#0et x#1

;0[ U ]0;2] U 1; 400

2) étude des branches infinies de la courbe (C )

donc: D, =]

: . 1 1
| f =lim2+=——=2
3) lim f(x)=lim 2+>--—
lim f(x)=lim 2+1—i:2
X—>—00 X—>—00 X X—1
Car: lim f(x)=lim 1—L:O
X—>+o0 Xk X X =1
Donc : lim f(x)=2 et lim f(x)=2

X—>+00 X—>—00

La droite (A): y=2 estune asymptote horizontal

a la courbe Crau voisinage de +o

b) on a |Im£—+oo et lim l=—ooet Iim2—i:3
x—0" X x—0" X x—0 Xx—1

donc lim f(x)=+oo et lim f(x)=—oo

x—0" x—0"

donc La droite (A’): x=0 est une asymptote
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a la courbe Cr

-1 -1
c)ona lim——=-w et lim——=+w
x=1" X =1 x=1 X =1

et Iim2+£:3
x—1 X

donc lim f(x)=—oo et lim f(x)=+oo

x—1* x—1"
donc La droite (A °): x=1 est une asymptote
a la courbe Cy

3) étude de la position de courbe (Cf )avec son
asymptote horizontal :(Vx e Dy )

-1
x(x—1)

1 1 _ x=1-x_
X x—l_x(x—l)_

si xe]0;] alors f(x)-2>0

f(x)-2=

Donc la courbe Crest au- dessus de (A): y=2
si X & ]—o0;0[ UL +oo[ alors f(x)-2<0
Donc la courbe Crest au-dessous de (A): y=2

5) déterminons les points d'intersections de(C, )

avec 'axe des abscisses : (Vx e Dy )

2 __y

f() 0@2+1_L—O@M‘:0
X Xx-=1 x(x—l)
2x2—x—1=0<:>x=1+2\/§ ou x:#

Donc les points d'intersections de(C, ) avec I'axe

m]

des abscisses sont: A[“z\/_ ] tB[— 0

6) montrons que la droite d’équation x :% est un

axe de symétrie de(C, ) :

;0[ W ]0;1] W ;400

a) si xe D, alorsl-xe D, en effet:

Ona: D =]

[}




xeR—-{0;1} = x=0 et x=1

=-xz0et Xz-1=l1l-x#letl-x=0

alors1-x e R—{0;1}

b) montrons que : f (1-x)= f (x) Yxe R—{0;1} #¢¢

1 3 1
1-x 1-x-1

=2+ !
1-x

f(l-x)=2+ +1:2_i+1
X

X x-1

donc f (1-x)= f (x) Vxe R—{0;1}

: 1 -
donc la droite X = > est un axe de symétrie de la

courbe Cr

x=1

3

+9.0.37,

) A=(037,df

Exemple2 : Soit f la fonction définie par :
f(x)=vx"—x-2

1)Déterminer D,

2) Déterminer les limites aux bornes de D,

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier la dérivabilité de f adroite de 2

et a gauche de -1

5) étudier les variations de f et dresser le
tableaux de variation de f

6) tracer la courbe (C, )
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Solution :1) D, ={XeR/x2—x—220}

=b?—dac =(1)° ~4x2x(-1)=1+8=9=(3) >0
x,=-letx,=2
x -0 —] 2 T+
r’l—z—2 + ¢ - ¢ -+
Donc : D; =]-o0;—1]U[2;+o0]

2)ona: VxeD;

{0}

2
f — 1-1.2
(x)=+x®=x—2=]x| x+x
Et puisque : Ilm,,l—lJri_le'[ lim fl—l+£:1
X—>—0 X X X—>+00 X X
Alors @ lim f (x) =400 et lim f (x) =+

X—»—00 X—>-+o0

3) étude des branches infinies de la courbe (C, )

au voisinage de —© et +©

x| /1————
= lim ——=> = |lim

X—>+00

X—>+00 X—>+00

\/:

(Vo —x—z+x)(—x—2-x)

IxZ—x—2+x

lim f (x)—x= lim

X—>+00 X—>+00

-2
lim f (x)—x=lim —x-2 = lim X :_%
\/x —X—2+X \/1_£_£+1
X X2

. 1
Donc : la droite y= X—Eest une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de +w

f ()

-1
X

(V3 —x—2 +x) (VX —x—2—x)

Ix2—x—2—-x

2
- ¢

= lim—

X—>+00

X—>—00

lim f (x)+x= I|m

X—>—0c0

X=2  _im X 1

lim f(x)—x= lim =
= Ix* —x—2—x _\/1_%_3_1 2

X—>—0

Semestre2
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. 1
Donc : la droite y=—-x+ Eest une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de —wo
4) étudie de la dérivabilité de f adroite de 2

et a gauche de -1

p— —_— 2_ — pa—
fim )Y iy VX2 x-2

x—>-1" Xx+1 x—>-1 X+1 x> 2 _x—_2

o f(x)=1(2) . x2-x-2 . X+1

lim ( ) ( ): lim = lim =+
x—2" X — X—>-1" X — - X2 V)

Donc f n’est pas dérivable a droite de 2

et a gauche de -1
Alors la courbe Cf admet une demi-tangente

verticale aux points A(-1.0) et B(2.0)
5) étude des variations de f et le tableaux de
variation de f ?

X* =x=2>0< VX e |00 =1 U]2;+oo
Donc :

’:(XZ—X—Z)': 2% -1
2XE—x=2 2/x*-x-2

2x-1

= —— VXE]—oo;—l[U}l;+oo|:
240x%=x=2 2

Le signe de f'(x) est celuide : 2x—1

€T —o0 1 2 oo
rel - 7 +
o |~ o

6) tracer la courbe (C, )

(Cf)
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Exemple3 : soit f une fonction définie sur R

f(x)=x—-1+3Y1-x;si..x<1

par : 1
f(x)= (x—l)[1+ arctan ;j;si...1> X

(C/) La courbe de f dans un repére orthonormé
1)a)monter que f est continue en x, =1

b) étudier la dérivabilité de f en x,=1 et donner

une Interprétation géométrique du résultat :
2)a) calculer les limites suivantes :

lim f(x) et lim f(x)

X—>—00 X—>+00

b) monter que la courbe de f admet une
asymptote oblique d"équation (A):y=x au
voisinage de +w

c)Etudier les branches infinies de (C, ) au
voisinage de —oo

3)a)étudier les variations de f sur 1 =]-o0;1
b) donner le tableau de variation de f'sur
K =[1;+[ et en déduire les variations de f sur K

4) soit g la restriction de f sur J = ]-o0;0]

a)Montrer que g est une bijection de J vers un

intervalle L que I'on déterminera

b) résoudre dans R"I'équations suivante :
t*-3t-2=0 et déterminer : g~ (-2) et (g‘l)l (-2)
c)Représenter (C, ) et (Cg,l) dans le méme
repére orthonormé.

Solution :ona f(1)=0
. . 1
1)a) !LT f (x):!Lrl](x—l)(harctan;j:O: f (1)

Donc f est continue a droite enx, =1

100




lim f (x)=limx-1+331-x=0= f (1)

x—1" x—1"
Donc f est continue a gauche enx, =1

Donc f est continue enx, =1

e b) étude de la dérivabilité de f a droite en x,=1

f)-f ()

x-1

lim

x—1"

= lim1+arctan i =1+£
x—1" X 4

Donc f est dérivable a droite enx, =1et fd'(l):1+%

Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet une demie tangente a droite

de A(1, 0).de coefficient directeur fd'(l):1+%

d’équation: y = f (1)+ f; (1)(x—1) avec x>1

=0+ (12 (x-1 = 1)y =12 |(x-)

avec x>1

e étude de la dérivabilité de f a gauche en x,=1

F(x)—f(1 143 Y
fim SO @) g X213 L V1X
X1 Xx—1 X1 x-1 X1 x—1

—lim1-3, > =
X1 (1—X)

Donc f n’est pas dérivable a gauche enx, =1

Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet une demie tangente vertical
a gauche de A(1, 0)

2)a) lim f(x)= lim x-1+331-x

= lim x-1-3x , = Iim1+x£133 (1_—))(3J
X—>—0 X—>—0 —X

1-x =0 donc lim f(x)=-

3 X—>—00

Ona lim3;
X—>—00 X)
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X—>+0 X—>+400

lim f (x)=lim (x—l)(1+arctan§j:+oo

=+ et lim1l+ arctan1 =1

X—>+00 X

lim x-1

X—>+00

Car:

b) lim f(x)—x= lim (x—l)(1+arctan§j—x:

X—+00 X—>+00

. 1 1
= lim xarctan=—-1—arctan—
X—>+00 X X

] 1 ) 1
lim arctan==0 on calcule lim xarctan=="??

Ona:
X—>+0 X X—>+0 X

1 1 1

On pose : t=arctan— donc: tant=—< x=——
X X tant

x—>+oo<:>t—>0+

] 1 . t

lim xarctan==lim——=1

X—>+00 X t—0 tant

Donc : lim f(x)—x:O

X—>+00

Donc :la courbe de f admet une asymptote
oblique d"équation (A):y=x au voisinage de +o

1-x

3

=1

c) lim LX): lim 1—1—33

D X—>—00 X

(=x)
lim f(x)—x= lim —14+3¥1— X =+

la courbe de f admet une branche parabolique

dans la direction de la droite (A):y=x au

voisinage de —oo
3)a)étude des variations de f sur | =]—oo;1[
Ona: f(x)=x-1+3¥1-x si x<1estdérivable

sur | =]—oo;l[ (la somme de fonctions dérivables)

sur |

2

vxeJamt] 1/(x)=Lr3x5(1-x) (1-x) + =1-(1-x)
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, J(1-x)" -1
f (x):—2
V(1-x)

et puisque : ﬂ(l—x)2 =0 Wxe ]—oo;l[ le signe de
f’(X) est celui de : f/(l—x)2 -1

Y(1-x) 21l (1-x)' 21e (1-x) 120

< —x(2-x)=0

TV :de variations de f

T |[—o0 0 1
b)on a f est dérivable sur -
fol + 0 -
K=[L o] (la somme f(z) /’2\0
—x

de fonctions
dérivables sur K)

Vxe K =[L+o] f’(x)=1+arctan£— x-1
X X2+1

donc f' est dérivable sur K(la somme de

fonctions dérivables sur K)

1
f7(x)= X2 +X2_2X_21:_(2X+1)<0 Vxe K =140
1L (1) (x4
X2

donc f' est décroissante sur K

et puisque f' est continue sur K alors :

f’(K)=JXILrEOf'; f’(1)}:}1;1+ﬂ donc f'(x)>0

Vx e K :[1; +oo[ donc f estcroissante sur K

Le tableau de variation de f’sur K :[1; +oo[ est :

Prof/ATMANI NAJIB

xr |—oo 0 1 +00
@+ 0 - 0+
f'(x) _OO/Q\D/JFOO

fajona: g(x)=f(x)=x-1+3¥1-x WVxel

D’aprés les questions précédentes on a g est

continue et strictement croissante sur J alors
g est une bijection de J vers un l'intervalle

K:g(J):}Iim g;g(O)}:]—oo;Z]

X—>—00

b)on a t=2 est une solution de I'équation :

t® —3t—2=0 la division euclidienne donne :

£ —3t-2=(t-2)(t+1)’

une solution de I'équation :t* -3t —2=0 dans R*
est S ={2}

onpose: 7 (-2)=x<-2=g(x) et Xe J

donc: x—1+3¥1-x=-2 et xeJ

onpose:t=31—x donc: t°=3t—2=0ett>1
D’apreés les questions précédentes : t=2

Donc : x=1-t*=~7 donc: 97 (-2)=-7

Et puisque : g'(-7)#0 alorson a:
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Et puisque : g (X)=1-——

Alors : g'(~7)== donc: (g‘l) (—2)=%

Exemple4 : soit f une fonction définie par :

f(x)= 2cos(2x+%)

1) déterminer D, ensemble de définition de f
2) montrer que f est périodique de période

T = et en déduire le domaine d’étude de f
3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [-7;7]

Solution :1)D; =R

2)a)si xeR alors r+xeR

b) f(z+x)= 2003(2(7” x)+%j= 2003(2X+27z’+%)

f(r+x)= 2003(2x+%)= f(x)

Donc : f est périodique de période T=x

Remarque : la fonction : x — cos(ax+b) est

périodique de période T = 2z sia=0

[

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur T =7

donc par exemple : D, =[0; 7]
3) f'(x) etle tableaux de variation de f ?

f est dérivable surR et vxeR ona:
f’(x)=2x—23in(2x+%)=—4sin(2x+%)

Etude du signe de f’(x)sur D, =[0; 7]

XE[OM‘]@OSXSH@%SZX+%SQT”

On utilisant le cercle trigo en deduit le signe de

sin(2x+%) .Le tableau de signe de sin(2x+%)

est: 2e+m |7 ™ 21 2

sin(2x+f41) + ¢ _ ¢ +

le tableau

de variation de f :

x 0 %Tﬂ 78—” ™
@ - 0+ ) -
V2 2
f(z) \_2/ \\/Q

4) du tableau de variation de f :on deduit que

Que f change de signe en sur les intervalles

0;3—ﬂ et 3—”7—” cad (Cf)coupe I'axe des
8 8 8

abscisses

On va résoudre dans |=[o;%’} I'équation : f(x)=0
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. (f(x)=0
Ona.{ (x) o
xel T oot BT
4 4
2x+—:—ou2x+z:3—” V4 57
4 2<:>x=—ou.x=?

On trace la courbe (C, ) sur lintervalle D, =[0; 7]

Et on deduit le reste par les translations de
vecteurs krzi keZ

NN
I\

Exemple5 : soit f une fonction définie par :

sin x
f =
(X) 2+ C0S X

1) déterminer D, ensemble de définition de f
2) montrer qu'il suffit d’étudier f sur [0;7]

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;27]
Solution :1) D, =R car 2+cosx=0 WVxeR

2) Un domaine d’étude de f

a)si xeR alors 2r+xeR

Sin(27z+x) sin x —f(X)

f 2 = = e
) F(27+x) 2+c0s(27+X) 2+COSX

Donc : f est périodique de période T =2rx

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur

T =2zdonc par exemple : D =[-z; 7]

Etudions la parité de f ?
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f(=x) sin(-x) _sinx
2+0C0s(—X)  2+COSX

=-f(x)Donc f est impair

Dong il suffit d’étudier f sur D, =[0; ]

3) f est dérivable surD, =[0;z] et Vxe D

ona:

(x) = €os X(2+¢0s x)+sin xxsin x _ 2cosx+1

(2+cos x)2

(2+cosx)2
Etude du signe de f'(x)sur D, =[0; 7]

Le signe de f’(x)est celuide : 2cosx+1
2cosx+120<:>cosx2—% Et xe[0;z]Donc :

ZCOSX+120<:>XE|:O;2?”:|

frad 0 2—:‘ T
S@| 9 -
J(x) @

@& 3
o— 7 T=g

Exercice: soit f une fonction définie par :

f (x) =4sin x+cos 2x

1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période

T =2ret en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4)donner I'équation de la tangente (T )a la courbe

de f enen x,=0




5) calculer f"(x) en fonction de sinx
6)déterminer les points d'inflexions de la courbe(C, )
7) tracer la courbe (C, ) sur lntervalle [-27;47]

Solution :1) D, =R
2)a)si xeR alors 2z+xeR
b) f(27+x)=4sin(x+27)+cos(2(x+2x))

f (277 + x) =4sin x+cos(2x) = f (x)

Donc : f est périodique de période T =2rx

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur
T=2xn

donc par exemple : D, =[O; 27;]

f est dérivable surD_ =[0;27z] et Vxe D,
ona: f'(x)=4cosx—2sin(2x)=4cosx—4cosxsinx
f’(x)=4cosx(1—sin x)

Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;27]

Ona:1-sinx>0

f'(x)=0<> cosx(1-sinx)=0<> cosx =0.0u.1-sinx=0

1—sinx:0<:>sinx:1<:>x:% Donc :

r |0 5 % 2
Fi)) o+ ¢ 0+
S(x) ]/ \_5/

4) I'équation de la tangente (T )a la courbe de f

f(0)+ f'(0)(x—0)

Avec: f'(0)=4 et f(0)=1 donc: y=4x+1

enen x,=0est: y=

5) calcule de f"(x) en fonction de sinx :
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Ona f'(x)=4cosx—2sin(2x)Donc : VxeR
f"(x)=—4sinx—4cos(2x)=—4sin x—4(1-2sin2x)
f"(x)=8sin2x—4sinx—4 =4(sin2x—sinx—1)

Etude du signe de f”(x)sur D, =[0;27]

On pose : X =sinx donc: X e[-1;1]et I'équation

sin2x—sinx—1=0 devient : X2—-X -1=0

A =9 les solutions sont : xlz_% et X, =1

Donc : f”(x) :8(sin x—1)(sin x+%)

Ona:sinx-1<0 vxeR
En utilisant le cercle trigo en deduit que :
r 1172'}

1 1
SiNX+=—<0osinx<—-—o Xe ;
2 2 {6 6

. 77 117{'
& 0 G G
S (@) 0 + 0
Donc (C )est convexe sur ‘:77[ 11”}
6

(Cy)est concave sur | o 7% || 175, | et A[h _3]
6 6 6 2

et B(léﬂ -z]sont les points d'inflexions de (C, |

7) La courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;47]

(Cf)

C’est en forgeant que I'on devient forgeron » Dit
un proverbe. C’est en s’entrainant régulierement
aux calculs et exercices Que I'on devient un
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