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Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel que |'on peut calculer de diverses fagons.
C'est cette diversité qui en fait un outil puissant.

A Expressions du produit scalaire

1. Définition
Soient U et V deux vecteurs.
Le produit scalaire des vecteurs U et V est le nombre réel

- - 1 - > - —
G0=2- (11T + V] ~v—dlF)

Conséquences
Si A, Bet C sont troispointstelsque AB=0 et AC=v,ona BC=BA+AC=v-1,

dou I'égalité AB- AC— > (AB*+AC*—BC?).

U-G=0°=||i|f: U est appelécarréscalairede U.
uv=v-i
0-0=0

2. Avec des coordonnées

Dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, ,j), on considére les vecteurs T(X,Y) et
V(x',y').Onaaors Gv=xx"+yy".

Démonstration
Il suffit d'appliquer laformule |[|j=+x* +y* pour un vecteur T(X,Y).

3. Formule du cosinus

Soient U et v deux vecteurs non nuls.
Ona U-v=|[t|}|NV|}-cos(T,V) .

Démonstration
Oon cons'déreun repére orthonormal direct (O,i,]) etlespointsA et B telsque OA=0=|[ulli
et OB=v . Les coordonnées polaires de B sont (||],(T,V)|. Onadonc :

u—||UI|, ¥e=0, x;=[N||cos(T,V) et y.=[N|[sin(T,V) et on en déduit que
a-v=([Gi|H[v]cos(,v) .

Conségquence
Si A, B et C sont trois points distincts,

AB-AC= AB-AC-cos(BAC) .
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B Propriétés du produit scalaire

1. Regles de calcul

Quelsquesoientlesvecteurs U, Vv, W etlesréelsaethb:
1. G-(V+W)=0-v+0-W
2. (at)(bv)=ab(lV)

Démonstration

Utiliser laformule du produit scalaire utilisant des coordonnées.

2. Vecteurs colinéaires

S U et v sont colinéaires de méme sens, alors U-v=||l|}|V]]
Si U et V sont colinéaires de sens opposeés, alors U-v=—||t|}-|V||
Démonstration
Si U et V sont colinéaires de méme sens, (U,V)=0, donc cos(U,V)=1 et G-v=|[d|}|V||
Si U et v sont colinéaires de sens opposes, (U, V)=, donc cos(d,V)=—1 et {iv=—|[Gl}/V]

3. Vecteurs orthogonaux

Considérons deux vecteurs U et v telsque U-v=0.
Onaalors ||i|}|N|}cos(ti,v)=0 et donc 3 possibilités:
lG]|=0 , cest adire u=0
IV||=0 , cest adire v=0

3. cos(d,V)=0, cest adire que (U,\7)=% ou (U,\7)=%.
On dit que deux vecteurs U et V sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire
v estnul.
Le vecteur nul est donc orthogonal atout vecteur.
Application

Dire que deux droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires équivaut a dire que AB-CD=0.

4. Utiliser une projection orthogonale

On considéere trois points A, B et C. On appelle H la projection orthogonale de C sur la
droite (AB). On aalors: AB-AC=AB-AH .

Démonstration

Ona: AB-AC=AB:(AH+HC)=AB-AH+AB-HC . Or lesvecteurs AB et HC sont

—_— —

orthogonaux, donc AB-HC=0, ce qui donne AB-AC=AB-AH .
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