Correction du sujet Métropole juin 2010

Exercice I

1. Pour tout x € R, In(e*) = x doncIn(e™3) = 3.

-3 est solution de I'équation In (e¥) = -3 |

3

—-2x°+3x
2. flx) = i 17 : c’est une fraction rationnelle, donc sa limite a I'infini est celle du
quotient de ses termes de plus haut degré :
lim f(x)= lim —20 ; or, pour x #0 —2x° = —2x° _!
X—+00 T x>400 (2x)3 »OL P ’ (2x)3 B 8x2 4’

. . 1
Par conséquent : xl_l’r+nOO flx) = it

3. Soit f(x) =3Inx—-2x+5.

L'équation réduite de la tangente au point d(abscisse a de la courbe ¢ est: y = f "(a)(x—
a)+ f(a).
a=1:f(a)=f(1)=3.

3
Pour tout x, f'(x) = p —2donc f'(1)=1.

Léquation de la tangente est alors : y = 1(x —1) + 3, c’est-a-dire : .

4. Soit X le gain algébrique du jeu. X peut prendre les valeurs 7, -2 et -3. Comme le dé est
équilibré, on a facilement :

(X=7)= L pX=-2) =+ i=2=Letpx=-3)=>=1
PO Pem™ 767676 3 P76 2
1 1
Le gain moyen est 'espérance de X : E(X) = Zx,- xp(X =x;)=7x 6 +(—2) x 3 +(—=3) x
i

1
2 =-1. ‘ Le gain moyen est -1 ‘

Exercice II (obligatoire)

1. Arbre:
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2. D’apres la formule des probabilités conditionnelles, on a: p(ANS) = pa(S) x p(A) =
0,25x0,9=0,225.| p(AnS) =0,225

3. S=(SnA)UENB)U(SNC), quiest une réunion d'événements incompatibles.
Par conséquent: p(SNA)+p(SNB)+p(SNC) = pa(S)xp(A)+pp(S)xp(B)+pc(S)xp(C)
(formule des probabilités totales)
=0,9%0,25+0,65x0,4+0,8x0,35=|0,765].

pSnC) 0,8x0,35 56 56
= =—=0,366.| ps(C) = — = 0,366
p(S) 0,765 153 153

4. Ona: ps(C) =

Exercice II (spécialité)

Soit F(x; y) = x> —2x+y* -4y +6.

1. 120 et 160 correspondent respectivementa x=1,2et y = 1,6.
F(1,2;1,6)=1,22-2x1,2+1,6° —4x1,6+6 = 12 donc le cofit de production mensuel
est de| 12000 euros |

2. Premiére méthode (vérification)

Pourtous xet y, (x—1)?+(y—2)2 +1 = x*—2x+1+y* —4y+4+1 = x> -2x+y>—4y+6 =
F(x; y).

Deuxiéme méthode: F(x; y) = x*—2x+y*—4y+6 = [(x* —2x+ 1) = 1]+[(y* -4y +4) — 4]+
6

=[x-D*-1]+[(y-2*-4]+6=(x-D*+(y-2*+1.

Le carré d’'un nombre réel est positif, donc, pour tout x et pour tout y, (x —2)* = 0 et
(y-22%=0.

Onendéduit:|F(x; y)=1|avec F(x; y)=1pourx=1lety=2.

Le colit mensuel minimum de fabrication est de 10 000 euros, pour 100 sieges de luxe et 200 sieéges de
confort fabriqués.

3. (a) Silafabrication est de 250 sieges, ona: x+ y =2,5 donc .

Le cotit mensuel de production, sous ces conditions, est de :
-1 +(y-22+1=x-1D*+25-x-2%+1=x-1)*+0,5-x*+1=x*—
2X+1+0,25—-x+x° +1 :‘2x2—3x+2,25 .

(b) On pose f(x) =2x?—3x+2,25.
f est dérivable et f'(x) = 4x 3.

f'(x) =0 équi Aax=o =
= qu1vautax—4—0,75.

f'(x) <0 pour 4x -3 < 0 donc pour x < 0,75.
On en déduit le tableau de variations sur [0; 2,5] :

x 0 0,75 2,5
ffm] - 0 +
7.25
fx)
1,125
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Le cott mensuel de fabrication est minimum pour x = 0,75 centaines, c’est-
a-dire 75 sieges de luxe fabriqués et y = 2,5-0,75 = 1,75 centaine, soit 175
sieges de confort fabriqués.

Le cott minimum correspondant est alors de 11 250 euros.
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Exercice I11I

Partie A : Observation des données 2 8,82-6,67 x 100 ~ 32.23.
6,67 '
Le pourcentage d’augmentation entre

2001 et 2009 est environ de| 32,23% |.

3. Soit ¢ le taux moyen annuel d’augmen-
K tation entre 2001 et 2005.

On aalors: 6,67(1 + )* = 8,03 donc

1. Nuage de points :

,03
1+0*= 367 qui donne :

8,03\1 . .
l1+t=——| ,dou:
6,67

_(8,03

1
- 6,67)4_1:'

Partie B : estimation par un ajustement ex-
ponentiel

On estime la valeur en 2005+n du SMIC
horaire brut a 8,03 x 1,024".

1. 2012 correspond a n = 7; une estima-
tion du SMIC en 2012 sera alors :

8,03x 1,024 ~9,48.
Il sera de 9,48 euros. ‘
2. 8,03 x1,024" > 10 équivaut a 1,024" >

10 10
—— d’out: n'In(1,024) = ln(—).
8,03 8,0

)
10
In (m)

In(1,024)

On en déduit: n =

y L

Il faudra attendre 10 ans pour que le SMIC atteigne
avec cette estimation un montant supérieur a 10
euros, c’'est-a-dire 2015.

Exercice IV

La fonction d’offre est définie par f(x) = 153e%%5*

—116In(x + 1) +504.

et la fonction de demande par g(x) =
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1. (a) Lafonction linéaire x — 0,05x est croissante sur R (le coefficient directeur 0,05
est positif) ; la fonction exp est croissante sur R, donc par composition, la fonc-
tion x — €297 est croissante (la composée de deux fonctions croissantes est
croissante). En multipliant par 153, nombre positif, on obtient encore une fonc-
tion croissante.‘ f est croissante

(sinon, on calcule f'(x) = 153 x 0,05e%%* > ()

(b) Le fonction x — x+ 1 est croissante sur R et & valeurs strictement positives sur
[0; 35]; la fonction In est croissante sur ]0 ; +oo[, donc, par composition, la fonc-
tion x — In(x + 1) est croissante sur [0 ; 35].

-116 est négatif, donc la fonction x — —116In(x + 1) est décroissante, et

‘ g est donc décroissante.

1 116
=———<0).
x+1 x+1

(c) Graphiquement, on trouve que les coordonnées de E sont approximativement :
[Ee; 240}
2. Labscisse x de E est solution de I'équation f(x) = g(x), donc de h(x) = 0 avec h(x) =
fx0) —gx).
(@ h=f-g=f+(-g).Comme g est décroissante sur [0; 35], —g est croissante sur
le méme intervalle et & est croissante sur cet intervalle, comme somme de deux
fonctions croissantes.

(sinon, on calcule la dérivée : g'(x) = —116 x

(b) e hestcontinue sur [0; 35] comme somme et composée de fonctions continues.
e h(0)=153-504 =-351<0.
e h(35)=792>0
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation /2(x) = 0 admet au

moins une solution dans [0; 35]. Comme / est croissante, cette solution est unique.
On la note xy.

(c) Ala calculatrice, on trouve : | xo ~ 8,871 |, 20,001 prés par exces.
(d) yo=f(xg) =153e295*8871 = 2 38 41; y, =[ 238,41 |.

(e) Le prix unitaire d’équilibre est de 238,41 euros, pour une quantité disponible de
8871 objets.
3. Pour trouver une primitive de f, on cherche a faire apparaitre une expression du type
I u
ue", avec
u(x) =0,05x et u'(x) = 0,05.

153 153
f(x) =153e%%5* = 005 0,05e%%%* = Wu’(x)e”(x).

) )

153
On en déduit qu'une primitive F de f est définie par: F(x) = meo’%x :| F(x) =3060e%0%* |

Xo
4. Lesurplusest S =xp x yo— f f(x) dx.
0

Xg % Yo représente I'aire du rectangle construit sur l'intervalle [0 ; xy] et de hauteur y,
(ordonnée de E).

Le surplus est donc I'aire comprise entre la droite d’équation y = yo, la courbe ¢ etles
droites d’équation x = 0 et x = Xy (voir partie hachurée sur le graphique ci-dessous).
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Xo
f f(x) dx = F (x0) — F(0) = 3060e™ —3060 = 3060 (™ —1).
0
Par conséquent : S = Xy —3060 (™ —1) = .

Courbe de I’exercice IV

D
Ian)

)
o
N

D
Ian)
N
N

D
Ia)
N\
N

D
S
\
\
\

[
S

()
o
AN

[a—

Métropole Page 6/6 juin 2010



