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EXERCICE 1 7 points

La fonction f est définie sur l'intervalle [0; +oo[ par: f(x) = e‘xz.

Partie A
2

1. a. Onremarque que, pour tout x >0, f(x) = — —-
Xe

lim x? = 400

Or X—+00
lim — =0  (Inversede limite de référence.)
X—+o0eX
X 1

donc lim — =0et lim — =0 et, par produit des limites,

x—+ ooe X—+oo x
lim f(x)=
X—+00

b. La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition comme pro-
duit de fonctions dérivables.
Pour tout x >0, g'(x) = e 4 xx (—Zx)e‘xz.
Formules utilisées (uv) = u'v+ uv' et () = u'e*.
Donc g'(x) =1 - 2x2)e_x2. Comme e~ > 0, g'(x) est du signe de 1-2x?,
polynéme du second degré nul pour x> = 1/2 et négatif sauf entre ses ra-
. La

cines. Donc g'(x) > 0si x € —; 400

2
0;§[etg’(x)<031x€

fonction g est donc croissante puis décroissante et admet un maximum

2 2 2 1
en £.Enﬁn,g \/—— =£e‘1/2=—.
2 2 V2e
a a1 1
2. F(a):f xe Fdx=|——e | ==——e @,
0 2 o 2 2

1
lim F(a) = —car hm e @ =0,
a—+o0o

n+1
Partie B u,, =f fx)dx
n

2 V2
1. a. Lafonction f est décroissante sur - ; +oo| et - < 1 dong, pour tout

entier naturel n > 1, f est décroissante sur [n ; n+ 1] et pour tout x €
[n; n+1], f(n+1) < f(x) < f(n). Linégalité de la moyenne permet de
dire que

(n+1—n)f(n+1)<f fdx< (n+1-n)f(n)
n

cad. fn+) <u, < f(n)

b. Pour tout n > 1, u, > f(n+1) > uy4+ donc la suite est décroissante a
partir durang 1.

c. Comme nlirP f(n) =0, que nlirP f(n+1)=0etquepourtoutn>1, f(n+
—+00 —+00
1) < u, < f(n), la suite (u,) converge vers 0. (Théoreme de comparaison)

n
2. a. Pourtoutn >1, Z uk—f f(x)dx+f fx)dx+-- f f(x)dx. En uti-
n-1

n termes
n—1 n
lisant la relation de Chasles, Z U = f fx)dx = F(n).
k=0 0
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b. Le tableau illustre le fait que (F(n)) converge vers 1/2, conséquence du
résultat démontré en A.2. Mais il illustre aussi le fait que la convergence

1
est trés rapide. En effet, 1/2 — F(n) = Ee_"z et, pour tout n > 5, on a

1 1
Ee_"z < Ee—zs < 7.10712, Donc F(5) est une bonne approximation de
I'aire sous la courbe entre 0 et +co.

EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

c—b —2+2i i(2+2i)
a-b  2+2i 242
BA =BC et (BA;BC) =n/2. (Interprétation géométrique d'un quotient).
Le triangle ABC est donc rectangle isocele de sommet B.

c. lal=v9+1=v10et|b|=+v1+9=+10 donc OA= OB =10. Les points

sur le cercle de centre O et de rayon v/ 10.

=ide module 1 et d’argument 7/2 donc

2. a. Larotation de centre M(m) et d’angle /2 a pour expression complexe :
Z' = e™?(z—m) + msoit 2/ =iz + (1 —i)m.
b. N(n) estl'imagede Aparr,doncn=ia+(1-)m=1+3i+1-i)m.
1-i)m

+
3. Le milieu Q du segment [AN] a pour affixe g = % =24+i+

4. Dans cette question, M est un point du cercle T'.
a. Le point M(z) estsur le cercle de centre Q(w) et de rayon r si et seulement
s'il existe un réel 6 tel que z = w + rel? (Représentation paramétrique d'un
cercle). Ici, M est sur le cercle de centre O et de rayon /10 donc il existe
un réel 6 tel que : m = v/10e".

(I-im
2
fixe d = 2+1, alors DQ = v/5 donc Q est sur le cercle de centre D et de

rayon v/5.

Plus précisément, g—d =

b. |g-2-i|=

1 1
‘ = Sl=il.iml = E\/E\/Ez /5. 8i D est le point d’af-

1-jm 1 : . .
(1-1) :E\/Ee_m/z;\/ﬁele:\/gel(e—nm)_Quand

M décrit le cercle T, 6 décritR, 6 — /4 décrit R et le point Q décrit tout le
cercle de centre D et de rayon /5.
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EXERCICE 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

zpn=ietzg=1+2i.

1. Les points O et A sont distincts et les points A et B aussi, il existe donc une
unique similitude directe S telle que : S(O) = A et S(A) = B. (Similitude définie
par les images distinctes de deux points distincts)

2. Onnote 2z’ = az + b 'écriture complexe de la similitude S.
SO)=A<—=zp=ax0+b< b=i,
S(A)=B<=zg=azp+b<—1+2i=adi+i<—ai=1+i<—a=1-1.
Lécriture complexe de S est donc z' = (1 —i)z +i
Le complexe 1 — i a pour module /2 et pour argument 6 tel que

2
cos(0) = % ) 7T
. 3 soit 6 = ~
sin(@) = ey

Le point invariant par S est le point Q(w) vérifiant :
w=1-w+i—ivw=i—w=1
T
S est une similitude directe de centre Q(1), de rapport v/2 et d’argument — T
3. a. Les affixes z, des points A, vérifient zo = 0 et z,,4+1 = (1 —1i)z, +1i. En outre,
puisque Q(1) est centre de S, ona z;.+1—1 = (1-1) (2, — 1). La suite (z, — 1)
est donc géométrique de raison 1 —1i et de premier terme zp — 1 = —1. Et
pour tout n, z, —1=(-1)(1-1)", soitz, =1-(1-1)".
b. QA, apour affixe z,—1=-(1-1)".
ApApy apour affixe z,11 -2, = 1 -1)" = (1-1)"" = (1 -i)".

Zn+1 — Zn
Pour tout n, ——
zZn—1
b/

quotient), QA = Ap Ans et (QAn , AnAnot ) =3

= —i=e "2 donc (Interprétation géométrique d'un

c. Le triangle QA, A,+1 est donc un triangle rectangle isocele indirect de
sommet A,. Les points successifs se construisent donc en tragant des tri-
angles rectangles isoceles.

B=A; Az
ST TIT TN
’ 7 \
A=Ay - 7 N
’
] § \
S AN N
LA IN /’ N
N, N Ay
O=Ay 1 Q

4. Le point (A,) appartient a la droite (QB) si et seulement si ((ﬁ ,QA;) =k,
(ke 2).

_— 1
Or (QB,QA,) =Arg(

Z2—1
- -2
(QB,QAn):kn(:»—nTzk@n—Zz—Mu:»nEZ (mod 4)

Zn

) =Arg(1-1)"2)=(n-2) (—%) donc
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EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Dans unrepere orthonormé de I'espace (O, 7, T, ?)Aapour coordonnées (1;1;0),
B(2;0;3),C0; -2;5)etD(1; -5; 5).

Proposition 1 : Lensemble des points M de coordonnées (x; y; z) telsque y = 2x+4
est une droite. FAUX

Léquation y = 2x + 4 caractérise un plan passant E(0 ; 4 ; 0) et de vecteur normal
n2,-1,0)

Proposition 2 : La transformation qui, a tout point M de l'espace associe le point
M’ tel que W = MA + MB +2MC est ’homothétie de centre G, ou G désigne le
barycentre du systéeme {(A4, 1), (B, 1), (C, 2)}, et de rapport 3. FAUX.

L'égalité vectorielle s’écrit encore MM’ =4MG (réduction vectorielle), soit encore
W = —3GTVf, caractérisant une homothétie de centre G et de rapport —3.

Proposition 3 : A, B, C et D sont quatre points coplanaires. FAUX

Les vecteurs DA(0; 6; =5), DB(1; 5; —2) et DC(-1; 3; 0) ne sont pas copla-

naires. En effet, les vecteurs DA et DC ne sont pas colinéaires (composantes nulles

différentes) et DB n’est pas combinaison linéaire de DA et DC.

Eneffet DB =xDA + yDC <= { 6x+3y 5  Equations incompatibles.
-5x = =2

Proposition 4 : La sphére de centre Q de coordonnées (3; 3; 0) et de rayon 5 est
tangente au plan d’équation : 2x +2y + z+3 = 0. VRAL

2x3+4+2x34+0+3
La distance du point Q au plan est égale a | | =5 donc est égale au
V22422412
rayon de la sphere.
EXERCICE 4 4 points

Commun a tous les candidats

1. a. Il s’agit d'une expérience a deux issues avec une probabilité de succes
p = — et une probabilité d’échec g = 8 que l'on répete de maniere in-
dépendante 3 fois. X représente le nombre de succes et suit donc une loi
binomiale de parametres n =3 et p = %.

b. Lespérance d'une loi binomiale de parametres n et p est np. Donc

1
E(X)=3- =

1
2

c. P(X:z):(s)pquzgxi:i_
2 63 72

2. a.

Lévénement « choisir le dé équilibré et obtenir exactement deux six » cor-
respond a DN A.
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1 5 5
Dn A) = p(D) x A)=—x—=—.
p( )=pD) x pp(A) 2% =1
Lévénement « choisir le dé truqué et obtenir exactement deux six» cor-

respond 2 D N A.
p(Dn A =p(D) x p5(A).
On utilise un raisonnement analogue au 1.c. :

81 2n o i 1 2 — 1 2 1
pp(4) = 2)}9 q oup =§.D0ncp5(A)=§etp(DnA)=§x§=§.
b. Onendéduitquep(A)=p(DnA)+p(BnA)=i+£=£=l_
144 144 144 48
DnA
c. Ils’agitde calculerp(ﬁsachant A)zmzlxﬁzﬁ_
p(A) 9 7 21

n
3. a. pp(By) = 1- pp(«n'obteniraucun6 ») = 1-g" =1- (6) . De méme

2 n
ppBr)=1- (5) . On applique alors la formule des probabilités totales :

1(5 1(2

n n
Pn=p(Ba) = p(D) x pp (By) + p (D) x prs (B) = 1‘5(6) —5(5) :

. 5\" . 2\" 5 2 . N
b. lim (=| =0et lim |=| =0 car - et— appartiennenta]—1; 1[. Donc
n—+oo n—+oo\3 6 3
nlirP pn = 1. Ce résultat est prévisible car, quel que soit le dé, a condition
—+00
de jouer suffisamment longtemps, on a une quasi certitude d’obtenir au

moins une fois un 6. (ici, p22 > 0,99 et p1po = 1).
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