METROPOLE SEPTEMBRE 2011

EXERCICE 15 points Commun a tous les candidats

Un magasin vend des moteurs électriques tous identiques. Une étude statistique du service aprés-vente a permis d’établir que la
probabilité qu’un moteur tombe en panne pendant la premiére année d’utilisation est égale a 0,12.

Tous les résultats seront arrondis 2 10 2,

Partie A

Une entreprise achéte 20 moteurs électriques dans ce magasin.

On admet que le nombre de moteurs vendus dans ce magasin est suffisamment important pour que I’achat de 20 moteurs soit assimilé
a 20 tirages indépendants avec remise.

1. Quelle est la probabilité que deux moteurs exactement tombent en panne durant la premiére année d’utilisation?
2. Quelle est la probabilité qu’au moins un des moteurs tombe en panne au cours de la premiere année d’utilisation?
Partie B

On admet que la durée de vie sans panne, exprimée en années, de chaque moteur est une variable aléatoire Y qui suit une loi
exponentielle de paramétre X ol A, est un réel strictement positif.

t
On rappelle que pour tout réel positift, p(Y <t) = I re Mdx.
0

Dans les questions 1, 2, 3, les résultats seront arrondis & 10 2.

1. Exprimer p(Y < 1) en fonction de A. En déduire la valeur de L. Pour la suite de I’exercice, on prendra A = 0,128.

2. Quelle est la probabilité qu’un moteur dure plus de 3 ans ?

3. Quelle est la probabilité qu’un moteur dure plus de 4 ans sachant qu’il a duré plus d’un an ?

4. On admet que la durée de vie moyenne d, de ces moteurs est égale a lﬂrpf F(t) ou F est la fonction définie sur I’intervalle

t
[0;+ o [parF(t)= J‘ Axe M dx
0

a. Calculer F(t) en fonction de t.
b. En déduire la valeur de d,. On arrondira a 10 .

EXERCICE 26 points Commun a tous les candidats
Partie A - Etude du signe d’une fonction
On désigne par f la fonction définie sur I’intervalle ] 0 ; + oo [ par : f (X) = x?+ 4 In x.

1. Déterminer le tableau de variation de la fonction f en précisant les limites de fen 0 et en + oo,
2. Démontrer que 1’équation f (X) = 0 admet une solution o et une seule dans I’intervalle ] 0 ; + o [.
3. En déduire le signe de f (x) selon les valeurs du réel strictement positif x.

Partie B - Une valeur approchée du réel o défini dans la partie A
Sur le graphique fourni ci-dessous, on a tracé une partie de la courbe représentative (C ) de la fonction g définie sur R par :

1.2

g =¢ ¢
N _ { u,=0,5
On définit la suite (u,) par : pour
u n+l = g(u n)

toutne N. L2
1. Vérifier que o est I'unique solution de §
I’équation g (x) = X. ,.-«—-"""}’G"M
2. Au moyen de la courbe (C ) et de la droite (€) 1
d’équation y = X, représenter les termes uy, U et us 0,8
de la suite (u,,) sur I’axe des abscisses.
Quelle conjecture peut-on faire sur la convergence Q
de la suite (u,) ? 0,6
3. On admet que pour tout entier naturel n, :

Upn<ot SUpnser LTV E—
En utilisant la calculatrice, déterminer le plus petit
entier n pour lequel les trois premiéres décimales de 0.2
Unetuy .y sont identiques. “
En déduire que 0,838 est une valeur approchée de o
a 1073 prés. 5 5 :

)4 —0,2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

Partie C - Un probléme de distance Zna ' ' '

On appelle (I') la courbe représentative, dans un
repére orthonormal, de la fonction ¢ définie sur I’intervalle ] 0 ; + o [ par :
o (X)=2Inx.
L’objectif de cette partie est de démontrer que parmi les points de la courbe (T), il y en a un et un seul qui est plus proche de I’origine
O que tous les autres.
1. Soient M un point de la courbe (T') et x son abscisse. Exprimer OM en fonction de x.
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2.a. Soit h la fonction définie sur I'intervalle ] 0 ; + oo [ par h(x) =x2+ 4 (Inx) .

Etudier les variations de la fonction h. On pourra utiliser la partie A.

b. En déduire qu’il existe un unique point A de la courbe (I") tel que pour tout point M de (T'), distinct de A, on ait OM > OA.
3. Démontrer que la droite (OA) est perpendiculaire a la tangente T 4 a la courbe (') au point A.

EXERCICE 3 4 points Commun a tous les candidats

L’espace est muni d’un repére orthonormal (Oji, j,k).

Partie A - Restitution organisée de connaissances
On désigne par a, b, ¢, d quatre réels tels que le vecteur n=ai+b ] +cK soit différent du vecteur nul.
On appelle P le plan d’équationax+by+cz+d=0.

Démontrer que le vecteur n est un vecteur normal au plan P, c’est-a-dire que le vecteur n est orthogonal a tout vecteur AB ol A et
B sont deux points quelconques du plan P.

Partie B - Questionnaire a choix multiples
Pour chaque question, trois réponses sont proposées, une seule est exacte. Le candidat portera sur la copie le numéro de la question
suivi de la lettre correspondant a la réponse choisie ainsi que la justification de ce choix.
Il est attribué 1 point si la réponse est exacte et justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.
Aucun point n’est enlevé en ['absence de réponse ou en cas de réponse fausse.
On désigne par P le plan d’équation cartésienne 2 x —y + 3z = 0 et par A et B les deux points du plan P de coordonnées respectives
(1;2;0)et(0;3;1).
1. Soient C, D, E les points de coordonnées respectives (1;1;-1),(—-1;4;2),(1;5;1).
a. Les points A, B, C définissent le plan P.
b. Les points A, B, D définissent le plan P.
C. Les points A, B, E définissent le plan P.

x=1-t
2. La droite D est définie par la représentation paramétrique : { y=t teR.
z2=2+t
a. La droite D est perpendiculaire au plan P.
b. La droite D est strictement paralléle au plan P.
c. La droite D est incluse dans le plan P.
3. Soit S la sphére de centre Q, de coordonnées (2 ; 5 ; 1), et de rayon % L’ensemble des points communs a la sphére S et au
plan P est :
a. vide,
b. constitué d’un seul point,
c. un cercle.

EXERCICE 3 5 points Enseignement obligatoire

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O; u , V) .

On désigne par A le point d’affixe i et par f ’application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z, distincte de i, associe le
. z-i

point M’ d’affixe z” telle que : z2’= =——

Z+1

1. Calculer I’affixe du point B’, image du point B d’affixe 2 — i par I’application f .
Placer les points B et B’ sur une figure que 1’on fera sur la copie.

2. Démontrer que 1’application f n’admet pas de point invariant. On rappelle qu’un point invariant est un point confondu avec son
image.

3.a. Veérifier que, pour tout nombre complexe z, z—i=z +i.

b. Démontrer que OM’ = 1 et interpréter géométriquement ce résultat.

C. Démontrer que pour tout point M distinct de A, (a ,OM")=2 (a ; m) + 2k 7 ou k est un entier relatif.

d. En déduire une méthode de construction de I’image M * d’un point quelconque M distinct de A.

4. Soit (d) la droite passant par le point A et dont un vecteur directeur est le vecteur W daffixe € ©.

a. Dessiner la droite (d).

b. Déterminer I’image par 1’application f de la droite (d) privée du point A.
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CORRECTION
EXERCICE 15 points Commun a tous les candidats

Partie A
Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de moteurs tombant en panne pendant la premiére année d’utilisation
On a une succession de 20 expériences aléatoires identiques et indépendantes. Chacune d’elles a deux issues :
e le moteur tombe en panne pendant la premiére année d’utilisation (p = 0,12)
e le moteur ne tombe pas en panne pendant la premiére année d’utilisation (q =1 —p =0,88)
donc la variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétres (20 ; 0,12).

20
1. mx:z):[zjxoizzxossm2:0274
2. p(X=1)=1-p(X=0)=1- 0,88%=0.922
Partie B
t
Pour tout réel positift, p(Y <t) = I re Mdx =1-e M
0

1. p(Y<l)=1-e*

La probabilité qu’un moteur tombe en panne pendant la premiére année d’utilisation est égale 20,12 donc 1 —e "= 0,12
e *=1-0,12 donc -1 =1n0,88 donc = In 0,88 soit . ~ 0,128.

2. p(Y>3)=1-p(Y<3)=e *" donc la probabilité qu*un moteur dure plus de 3 ans est 0,681

3. Y suit une loi de durée de vie sans vieillissement donc la probabilité qu’un moteur dure plus de 4 ans sachant qu’il a duré plus
d’unanestp (Y >3)=0,681

u(x) =x u'(x)=1 t t
4.a. Soit (9 N ) X doncJ‘ xxe’“dx:[—xe’“]t—‘[ —e **dx

viX)=re ™ v(x)=—e " 0 0 0

t
F(t):_telt_|:lehx:| :_tekl_[lekl_lj
A 0 A A
b. Nim e *'=0et lim xe *=0donc Nim te *'=0donc Nim F(t):%
1 1

dm= X = 0178 donc d, » 7,8. En moyenne, sur un grand nombre de moteurs vendus le moteur tombe en panne au bout de 7,8
années.
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EXERCICE 2 6 points Commun a tous les candidats
Partie A - Etude du signe d’une fonction

1. f’x)=2x+ 4 or x >0 donc f ’(x) > 0 (somme de termes positifs). 5
X f°x) +

lim Inx=+owet lim x?=+wdonc lim f (x)=+o / + o0
X—>+ o0 X—>+ o0 X—>+x f
— 0

limInx=—wet lim x>=0donc lim f (x) =— o
x—>0 x—>0

x—>0

2. La fonction f est définie continue strictement croissante sur I’intervalle ] 0 ; + oo [. lim f (X) =+ w0 et IirT}) f (x) =— o donc 0
X—>+x X —>

est compris entre  lim f (x) et IimO f (X) donc I’équation f (x) = 0 admet une solution o et une seule dans I’intervalle ] 0 ; + o [.
X—>+ o X—>

3.
X 0 o + o0
f°(x) +
+ o
f /
— 0
f (%) - 0 +

Partie B - Une valeur approchée du réel a défini dans la partie A
1. gM=xoe & =xo- % x’=Inxox?’=-4Inxox?+4Inx=0=f(x) =0

L’¢équation f (X) = 0 admet une solution o et une seule dans I’intervalle ] 0 ; + o [ donc o est I’'unique solution de I’équation g (x) = x.
2. La suite (u,) semble converger vers I’abscisse du point de la courbe de g et de la droite d’équation y = x donc vers a.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
|
&
8

0 U0 U2 u3lu1
04 0.2 0 0.2 04 06 0. 1 1.2 14 1.6
3. Us~0,84031 et ug~ 0,83817 et u; ~ 0,83893 donc le plus petit entier n pour lequel les trois premiéres décimales de u, et u, .1

sont identiques est 6.

Pour tout entier naturel n, U, <o <ujyy..doncsin=3:ug<a <U7.

Ug— 0,838 0< o — 0,838 < u;— 0,838 soit 0 < o — 0,838 < 0,00093 donc 0 < o — 0,838 < 10 3 donc 0,838 est une valeur approchée
de oca 10 °pres.

Partie C - Un probleme de distance
1. M est un point de la courbe (I') et x son abscisse donc M a pour coordonnées (x ; 2 In x). OM? = x? + 4 (In x) 2.

OM = wfx2+4(lnx)2

2.a. h’(x)=2x+8x§ xInx=2

x2+4lnx_2 f(x)
X

X
lim Inx=+wet lim x?=+wdonc lim x>+ (nx)2=+w; lim /x =+wdonc lim h(x)=+w
X—=>+0 X—>+o X—=>+ 2 X—=>+ o X—=>+o

limInx=—oet lim x*=0donc lim x*+(Inx)?=+0c0; lim /x =+ocdonc lim h(x) =+
x—0 x—0 x—0 x—0

X—>+ o

X 0 o + ®
h’(x) + 0 +

+ + oo
h \ @) /
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b. La fonction h est strictement décroissante sur ] 0 ; o ] et strictement croissante sur [a ; + o [ donc admet un seul minimum
pour X = a.

Sixe]0;+ow[etx=aalorsh(x)>h(a).

Il existe un unique point A (a ; (o)) de la courbe (T') tel que pour tout point M de ('), distinct de A, on ait OM > OA.

X . . - . 2 . -
3. la tangente T A & la courbe (T') au point A est la droite de coefficient directeur ¢’(o)) = — donc admet pour vecteur directeur u
(0

de coordonnées (1; Ej
(04
4|noc_0L2+4|noc
o o

donc o>+ 4 In .= 0 donc u . OA = 0 donc la droite (OA) est perpendiculaire a la tangente T 4 a la courbe (') au point A.

La droite (OA) a pour vecteur directeur le vecteur OA (o5 (o). U.OA =+ or o est solution de f(x) =0

3_

2.9

(figure non demandée)
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EXERCICE 3 4 points Commun a tous les candidats

Partie A - Restitution organisée de connaissances
Soit A (Xa;Ya;Za)unpointquelconque duplanPalorsaxa+bya+cza+d=0.
Soit B (Xg; yYg;Zg) un point quelconque duplanP alorsaxg+byg+czg+d=0

donca (xa—xg) +b (ya—ye) +C(za—25)=0 or AB a pour coordonnées (XA—Xg;Ya—Ys; Za—2g) donc n AB =0

Le vecteur n est orthogonal a tout vecteur AB ol A et B sont deux points quelconques du plan P.

Partie B - Questionnaire a choix multiples
1. Réponse b.
Les coordonnées de A, B et D vérifient I’équation du plan P donc les points A,B et D appartiennent au plan P.

AB a pour coordonnées (—1;1; 1) et AD a pour coordonnées (— 2 ; 2 ; 2), ces deux vecteurs sont non colinéaires et ont la méme
origine donc les points A, B, C définissent le plan P.

2. Réponse b.
SoitM (1—-t;t;2+t)unpointde Davect e R.
2(1-t)—t+3(2+t)=4donc ladroite D n’a aucun point d’intersection avec P. La droite D est strictement parallele au plan P.

x=1-t

La droite D est définie par la représentation paramétrique : { y =t t eR.
=2+t

3. Réponse a.

|2XQ_yQ+3ZQ|_ 2

\/22+(—1)2+32 _\/ﬁ'

1 . . . .
> = donc I’ensemble des points communs a la sphére S et au plan P est vide.

La distance de Q & P est égale a

2

Ji

N
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EXERCICE 3 5 points Enseignement obligatoire
(2—-i)—i_2-2i _2(1-i) _

1. B’ a pour affixe ~— — 1-i

24+i+i  2-i+i 2
2. Un point invariant est un point confondu avec son image donc 2> =z soitz (z +i)=z—idoncz z =—i
z 7 =|z|?est le module du complexe z donc un réel positif donc I’équation z z =— i n’a pas de solution.

L’application f n’admet pas de point invariant.

3.a. Pour tout nombre complexez, z—i=z—i=z+i.

lz-il_|z-i]
|z+i] |z-1i]

Z—1i
Z+i

b. oOM’=|7’|= =1 (le module d’un complexe est égal au module de son conjugué).

OM’ =1 donc M’ appartient au cercle de centre O de rayon 1.

C. Pour tout point M distinct de A, z” = 0 donc (G, OM"') =arg (2’) + 2 k m ou k est un entier relatif.
arg (2°) = arg[z—_!] +2kndoncarg () =arg (z—i)—arg(z +i)+2kn
Z+i

or z+i=z—i doncarg (z +i)=—arg (z—i)+2kndoncarg () =2arg (z—i) +2kn

Pour tout point M distinct de A, arg (z—1i) = (G;m)+2kn donc (G,OM‘):Z(G;m)+2kn ou k est un entier relatif.

d. Soit un point quelconque M distinct de A, construisons le point N sommet du parallélogramme MAON.
la demi-droite (ON) coupe le cercle de centre O de rayon 1 en un point P telle que (G ; M) :(G; @) +2km

Construisons le point M’ tel que (G,OM‘):Z(G;@)+2kn,

M * appartient également au cercle de centre O de rayon 1 et (a ,OM")=2( u ; M) +2k  donc M’ est I’image de M

A
M L /
...... -
P
A )
B' B

ola

4.a. Soit (d) la droite passant par le point A et dont un vecteur directeur est le vecteur w daffixe e

Soit M un point de (d) distinct de A alors (G ;M):g+ kn

La droite (d) passe par A et fait un angle de g avec I’axe des réels d’ou la droite (d) en rouge sur le graphique.

b. Déterminer I’image par I’application f de la droite (d) privée du point A.

(G ;M):g+ k7 doncarg (z—1i) :g +k m donc tout point M de (d) distinct de A a pour affixe z=i+k e ' avec k réel non nul.

oA
|

ie -is z-i ke
® +i= ke ° donc =— -
24 o7

. T
. - - . . -
doncz—i=ke etz +i=—i+ke

ir
Tout point M de (d) est transformé en le point M’ d’affixe e 2.
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