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Exercice 1 3 points

Bien que cela ne soit pas demandé dans I'énoncé, les affirmations sont ici démontrées.

1. Onap (Z) = g, donc p(A) = % De plus A et B sont indépendants, donc p(An B) = p(A) x p(B).
Ona: p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AN B) = p(A) + p(B) — p(A) x p(B) = p(B) x (1 - p(A)) + p(A)
4 2

AUB)-p(A) 5 5 2
al )= pd) =5 5_Z1a réponse correcte est donc b..
1-p(A) 2 3

1-2
5

On en déduit: p(B) =

5
2. Onap(X>5=1-p(X<5)= 1—f 0,046 004y = 1-[—e 004]0 = 1 (—e 004%5 _ ¢0) = ¢~02 0,82,

0
La bonne réponse est donc la proposition d..

3. Soit C I'événement : «je sors mon chien » et P I'événement «il pleut ». P et P forment une partition
de l'univers, donc j'utilise la formule des probabilités totales :

(©) = pp(Q) x p(P)+ p5(C) x p(P) = = x 24 L 3 _B_ T
pi&I=pr p Pp P =102 10 2" 20 10

— 9
_, p|PnC Q) xpP) 79%1 27
On en déduit pc (P) = ( ) _Pr P 1 > —— La bonne réponse est donc d..
p(C) p(C) 10 28
Exercice 2 8 points
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Partie A

1. a.

Partie B

P P

Ona lim e”

=0,donc lim 1+e”
X—+00 X—+00

=1donc lim In(1+e™*)=0donc lim f(x)=+oco
X—+00 X—+00

1
Comme f(x) - gx =In(l1+e™*) et que xlirP ln(l +e_x) = 0, on en déduit que la droite (D) est
—+00

asymptote a (¥) au voisinage de +oo.

1
Comme f(x)—-x=In(1+e ¥) et que Vx e R,{—-x} >0,onal+e *>1etdoncln(l+e™*) >0,
dont on déduit que 'asymptote (D) est en dessous de la courbe (%) sur R.
e*+1
ex

1 1 1
Soit x unréel. On a f(x) =1n(1+e‘x)+§x=1n(1+e—x)+§x=ln(

1 1 2
In(e* +1) —In(e*) + §x=ln(ex+ )-x+ 3* soit f(x) =In(e*+1) - gx

Ona lim e*=0donc lim e*+1=1,donc lim In(e*+1) =0 etcomme par ailleurs,
X——00 X——00 X——00

2
lim — —x =400, 0nendéduit lim f(x)=+oo
x—-o00 3 X—=00

. f est dérivable en tant que composée d'une fonction x — e* + 1, définie et dérivable sur R et

a valeurs dans R*,oul la fonction In est dérivable : cette composée est donc dérivable sur R, la
fonction linéaire que I'on y ajoute pour obtenir f(x) étant elle méme dérivable sur R, la fonction
f est bien dérivable sur R.
Sa dérivée est: f/(x) = e* _g _ 3e* ~ 2(e*+1) _ 3e*-2(e*+1) _ eX—2 .

e*+1 3 3(e*+1) 3(e*+1) 3(e*+1) 3(e*+1)
Le dénominateur de f’ est strictement positif, donc f’ est du signe de son numérateur, ete*—2 > 0
<= x>In(2). On en déduit donc que la fonction f est strictement décroissante sur | —oco ; In2]

puis strictement croissante sur [In2 ; +ool.

1
1. Onadémontré dans la partie A que f(x)— 3 =In(1+e™¥) > 0 pour tout x réel, donc I'aire entre (€) et

n

(D) et les droites d’équation x = 0 et x = n, pour n entier naturel non nul, est d;, = f In (1 + e_x) dx.

0

n
2. SionaVxeR, In(1+e¥) <e™* alors d, =f In(1+e™) dng e *dx= [—e_x]gz 1-e "
0

Comme pour tout nonae”

n
) 0
" >0, on a bien, pour tout n naturel d, <1

La suite (dy,),>1 est donc majorée. De plus :

n+1 n
VYneN*, dys1 —dy =f In(1+e™) dx—f In(1+e7)dx
0 0

n+1
=f In(1+e™)dx
n

et I'intégrale entre n et n+ 1 d'une fonction positive (comme établi a la partie A) étant positive, on a
pour tout n non nul d,,4+1 — d,, > 0 donc d,+1 > d, et donc la suite est croissante.
Une suite croissante et majorée étant nécessairement convergente, on en déduit que c’est le cas de

(dn)n>1-
Partie C
1. Le coefficient directeur de (T) est donné par f'(0). C'est donc f”(0) -2 -
. Le coelncien irecteur de €S onne par . €s onc ==
P 3e°+1) 6

2. Soit x un réel non nul, considérons M et N les deux points de la courbe (¢) d’abscisses respectives x
et —x.

2
Lordonnée de M est donc yp; = f(x) =Iln(e* +1) — gx.

1 1
Pour calculer celle de N, on va utiliser I'autre formede f : yy = f(—x) =1ln (1 + e‘(‘x’) + 3 (=x)=In(e*+1)- gx.

Le coefficient directeur de (M N) est donc :

2 1
Ine*+1)—=x|—-|In(e*+1)-=
n(e ) Sx n(e ) Sx

YM—YN _
XM — XN x—(—x)
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1 1
—=Xt-X --X
3" 3" _ .3 _ 1
2x 2x 6

Les droites (M N) et (T) ayant le méme coefficient directeur, elles sont donc paralléles.

Exercice 3 4 points

1.

1 - = = — 1= — 1 —
a. Le point I a pour coordonnées (5 ;0 1), car Al =AE +EI =AE + EEF =AE + EAB

Le point J a pour coordonnées (2; 0; 1)
e R —— —_ 1
b. On ales coordonnées suivantes: DJ : (2; —1; 1); BG :(0; 1; 1) etBI : (5 ;05 1).

Les vecteurs BG et ﬁ sont clairement non colinéaires.
- — -1
On afinalement D] -BG =0—-1+1=0etDJ -BI =2 x - +0+1=0

Le vecteur ]7]) est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (BGI), donc il est nor-
mal au plan.

c. On en déduit que le plan (BGI) a une équation cartésienne de laforme:2x—y+z+d=0,d€R. d
étant tel que I'équation du plan est vérifiée par les coordonnées de B (car B est un point du plan).
Donc2x1-0+0+d =0soit d = —2,'équation du plan estdonc2x—y+z—-2=0.

2x1-0+1-2] 1 V6

VEZ+Z+1Z2 V6 6
a. La droite (A) est dirigée par ﬁ, de coordonnées (2 ; —1; 1) et passant par E de coordonnées
x = 1+2t

(1;0; 1), elle admet donc pour représentation paramétrique : y = —t teR.
z = 1+1¢

d. On applique la formule du cours : la distance 6 est § =

b. Le plan de la face ADHE est le plan d’équation x = 0, et le point de (A) d’abscisse 0 est le point de
1 1 1
parametre — ce point a pour coordonnées |0 ; > ; 5), c’est bien le centre de la face ADHE, car

c’est le milieu du segment [AH] H étant le point de coordonnées (0;1;1) et A l'origine du repére.
Lintersection de (A) et de la face ADHE est bien le centre de celle ci, le point K.

6

1 5 4 4 4 2 6 .
Deplus,ona2><———+——2=—+——2=—+§—2=——2=Olescoord0nneesdeLsontdonc

2 1 5 5
c. Le point L, de coordonnées (§ ; B ; —) est le point de (A) de parameétre s

sont solutions de I’équation de (BGI) le point L est aussi sur (BIG), c’est donc bien 'intersection
de la droite et du plan.

— 1 1 5 — 1
d. OnalLB de coordonnées (§ ; "3 ; _6) et GI de coordonnées (—5 ; —1; 0).

— = 1 -1 - 1
DoncLlB ‘Gl = - x — + — x (-1)+ — x 0 = — + = = 0 : les vecteurs sont orthogonaux, donc
3 2 6 6 6 6

(BL) et (GI) sont perpendiculaires (orthogonales et coplanaires) donc (BL) est la hauteur issue de

B dans BIG.

— — 1 1 1
BG a pour coordonnées (0; 1; 1) et IL a pour coordonnées (E ; B ; _E)

— — 1 1 1
DoncIL -BG == x0+ = x1+— x1=—+— =01a encore les vecteurs sont orthogonaux, donc

(IL) et (BI) sont perpendiculaires (orthogonales et coplanaires) donc (IL) est la hauteur issue de I
dans BIG.

L est donc l'intersection de deux des hauteurs du triangle BIG, c’est bien I'orthocentre de BGI.
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5 points

Exercice 4
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
Partie A
3 3 -v3 |1 5 5
1. za= -5 +i§ =3 x (T\/_ +i§) =3 [—cos(%) +isin(%)] =3 cos(?ﬂ) +isin(§)].

=57

On a donc zg = v3el® = v3el
Enfin, z¢c = 3el”

2. Voici la figure :

Cy

0N

NS
>

<l

[==
<
—

\[\7

_ 3—(_—3—1£) _3 488 13x(i£+l) . .
e T T R v R

BC
=let|Z|= BA’ donc BA = BC: le triangle est isocele en B.

ST
e'3

OnalZ|=

De plus arg(Z) = arg (ei%) = g(Zn), doncl'angle (BTG ; ﬁ) = g(Zn) :le triangle BAC, isoceleen B a g

pour angle principal : le triangle est donc équilatéral.

Partie B
1. 1 .z
1. a. Ona 5125617,d0nC:
1. 1 . sry2 1 5. .13 .
zZy = ge‘% x Z4 = ge‘% ><( 3e! g) = ge‘% x3els =els =els
1 . 1 . cosmy\2 1 :-5 -7 ;5
zZp = Zei? xz% = —el% x (\/gelT”) = —elg x3el 3" = e = —e! 3
3 3 3
1 .» 1 .x X
z0 = —€l7 x zé = el x (-3)2 = 3eis
3 3

b. Voir la figure.
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c. AetB’ ontle méme argument, donc O, A et B’ sont alignés (O est a I'extérieur du segment [AB']).
B et A’ ont des arguments dont la différence est 7, donc les points O, B et A’ sont alignés (O étant
cette fois un point du segment [A'B])

3.,:v3 3 _:v3
0+2zp+2B+2C —§+1%—§—17—3 6 3

7 ——=_=

d. z .
¢ 4 2
1
Etdonc: zg = gixz2 =

G X 1= 1

Wl
o
W

0+ zp + zpr + 27
Le point G’ n’est pas I'isobarycentre des points O’ A’, B’ et C', car O’ = O et % =

iZ 5z . .
e's+e's +3i 4i i
— — =—=i#gz
4 4 ©

3
2. Si M appartient a la droite (AB) alors son affixe z est de la forme z = — 3 +ix, x € R et donc son image

/ p_Lo (3 19 (3 1, ,
M’ aura pour affixe 2’ = —ix [-= +ix| =-ix|[--3ix—x"|=x+ix|[-—-x|Onadonc R(z') =x
3 2 3 4 4 3

2

1
et3(z) = 1 gxz, donc M’ est bien sur la parabole d’équation y = —gx +—.

4

Exercice 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Le but de 'exercice est de montrer qu'il existe un entier naturel n dont l'écriture décimale du cube se termine
par 2009, c'est-a-dire tel que n® = 2009 (mod 10000).

On peut préciser ce point : Si 73 = 2009 (mod 10000), cela équivaut a dire que 13 — 2009 est divisible par
10000, et donc ce nombre se termine par quatre « 0», donc n? est donc la somme d’un nombre se terminant
par quatre 0 et de 2009 : ce nombre se termine donc bien par 2009.

Partie A

1. Ona: 20092 = 4036081 = 252255 x 16+ 1, le reste de la division euclidienne de 20092 par 16 est donc

1.
2. On en déduit que 2009 = 1 (mod 16), et donc puisque les congruences sont compatibles avec les
puissances :
200981 = (20092)*°°x2009  (mod 16)
= 11990 %2009 (mod 16)
= 1x2009 (mod 16)
= 2009 (mod 16)
Partie B

On considere la suite (u,,) définie sur N par: uy =2 00921 et, pour tout entier naturel n, u,41 = (U, + 1)°-1.
1. a. Ona uy=4036081—-1=4036080=807216 x5, ugy est donc bien divisible par 5.

5
5 . )
b. Grace au binéme de Newton, on sait : (a + b)° = Z ( ) xa x bl =
i=0 \!
a® +5a*b+10a’b? +10a?b® + 5ab* + 11°.
Avec a = up, et b= 1, alors on obtient : (u, +1)° = u,0 +5u,} + 10, + 10u,2 +5u,} + 1

Onaalors: upy = (up+1°-1
= ug+5u, +10u,] +10u,? +5uy,
= upx (u,+5u +10u? +10u, +5)

= upx u,f+5x(u,§+2u,f+2un+1)]

c. Pour tout entier naturel n, soit P, la propriété : u, est divisible par 5.
Initialisation : Py, c’est a dire u est divisible par 5: ceci a été démontré au B. 1. a. : 1a propriété P
est donc vraie.
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Hérédité : soit un naturel n € N et supposons que la propriété P, est vraie, c’est a dire que u, est
divisible par 5”1, donc il existe un entier k tel que u,, = 5"*1k.

D’apres la question B. 1. b., on a u,+1 = uy x

ug+5x (ud+2u? +2u, + 1)] On va poser :
I=u?+2u?+2u,+1,onadonc € Z et enfin, en appliquant 'hypothése de récurrence :
1 = 5" Ve | (57+1k) “+51| = 5 Liex [ 544kt 451| = 571 ex 511k 451 = 5742 e 5113k

5414314 4 | est une somme de produits et puissances de nombres entiers, donc ce nombre est
entier et on en déduit que w4 est divisible par 572 : c’est la propriété P, 1.
Si P, est vraie, P;; l'est également : la propriété est héréditaire.

Conclusion : Py est vraie et la propriété est héréditaire, donc la propriété est vraie pour tout n :
pour tout entier naturel n, u;, est divisible par 57*1.

2. a. Onaug=2009% -1, donc u; = (20092 —1+1)° -1 = (2009%)° — 1 =2009'" - 1.
Ensuite : u = (2009'° —1+1)° =1 = (2009'°)° -1 = 2009% — 1.
Etenfin : uz = (2009% —1+1)° -1 = (2009%°)° — 1 = 2009250 — 1.
On en déduit, comme u3 est divisible par 5* (d’apres la question précédente) que 200
divisible par 5% = 625, ce qui donne : 2009%°° =1 (mod 625).

9250 _ 1 est

b. 20098001

((2 009250)4)8 x 2009 (mod 625)

132 x 2009 (mod 625)
2009 (mod 625)

Partie C

1. La partie A a permis de montrer que 20098°°! — 2009 est divisible par 16, il existe donc un entier m
tel que 20092°°1 —2009 = 16m. La partie B a permis de montrer que 16m est divisible par 625.
Puisque 16 = 24 et que 625 = 5* : ces deux nombres n’ont aucun facteur premier commun, ils sont
donc premiers entre eux, on peut donc appliquer le théoreme de Gauss, et on en déduit que 625 doit
donc diviser m et il existe donc un entier m' tel que m = 625m’ et finalement
20098901 — 2009 = 16 x 625m' = 10000’

m’ étant entier, on vient de démontrer que 10000 divise 20098001 _2009.

2. On a donc 20098 = 2009 (mod 10000) et donc, comme 20098901 = (2 0092667)3, on peut affirmer
que 20092%67 est un entier dont le cube est un entier s’écrit sous forme décimale en se terminant par
2009
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