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EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE Jour 2

Exercice

Voici la répartition des principaux groupes sanguins des habitants de France :
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5 points

Une expérience aléatoire consiste a choisir une personne au hasard dans la population fran-
caise et a déterminer son groupe sanguin et son rhésus.

Partie 1

1. Le pourcentage de personne ayant un rhésus positif est : 38,2 + 36,5 + 7,7 + 2,5 soit
84,9%. Donc la probabilité P (Rh+) que la personne choisie soit de rhésus positif est
égale a 0,849.

2. On cherche Pgj. (A) =

P(Rh+nA)  P(A+)

P(Rh+)

~ P(Rh+)

Il'y a 38,2% de personnes A+ dans la population donc P (A+) = 0,382.

Donc Pgj. (A) =

’

2
= —— = (0,450.
0,849

3. Une personne se souvient que son groupe sanguin est AB mais a oublié son rhésus.

La probabilité que son rhésus soit négatif est : Pog (Rh—) =

Iy a0,4% de personnes AB— dans la population donc P (AB-) = 0,004.

P(Rh—nAB) P(AB-)

P(AB)

P(AB) ’

2,5+0,4 =2,9doncilya2,9% de personnes AB dans la population donc P (AB) = 0,029.

0,004
0,029

=~ 0,138 donc la probabilité que son rhésus soit négatif est 0,138 a 0,001 pres.

A.P.M.E.P.
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Partie 2

Un donneur universel de sang est une personne de groupe sanguin O et de rhésus négatif.
On rappelle que 6,5% de la population francaise est de groupe O— donc P (O-) = 0,065.

1. On considére 50 personnes choisies au hasard dans la population francaise et on note
X la variable aléatoire qui compte le nombre de donneurs universels.

a. Le choix au hasard de 50 personnes peut étre assimilé a un tirage avec remise
donc la variable aléatoire X qui compte le nombre de donneurs universels suit la
loi binomiale de parameétres n = 50 et p = 0,065.

La probabilité que 8 personnes soient des donneurs universels est donc:

50 8 50-8
P(X=8)=| .| x0,065" x (1-0,065)"" = 0,010.

b. On consideére la fonction ci-dessous nommeée proba d’argument k écrite en lan-
gage Python.

def proba(k):
p=20
for i in range(k+1):
p = p + binomiale(i , 50 , 0.065)
return p

Cette fonction utilise la fonction binomiale d’argument i,n et p, créée pour 'oc-
casion, qui renvoie la valeur de la probabilité P(X = i) dans le cas ou X suit une
loi binomiale de parametres n et p.

La valeur numérique renvoyée par la fonction proba lorsqu’on saisit proba(8)
dans la console Python correspond a P (X < 8) et vaut environ 0,995; cela veut
dire qu’il y a une probabilité de 0,995 que sur les 50 personnes, il y en ait au plus
8 de groupe O-..

2. On veut déterminer le nombre minimal de personnes a choisir au hasard dans la po-
pulation francaise pour que la probabilité qu’au moins une des personnes choisies soit
donneur universel, soit supérieure a 0,999.

Autrement dit on cherche n pour que P (X > 1) > 0,999, donc en passant par I'événe-
ment contraire : 1 — P (X =0) > 0,999.

Pour une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale de parametres 7 et p = 0,065, on

50 0 n n
a:P(X=0)= 0 x 0,065~ x (1-0,06(0)" =0,935".

On résout 'inéquation : 1 —0,935" > 0,999.
1-0,935" > 0,999 < 1-0,999 > 0,935" < 0,001 >0,935"
< In(0,001) >1n(0,935") (croissance de la fonction In)
< In(0,001) > n x In (0,935)
In (0,001)

ey In (0,935) < 0
In (0,935) (car In(0,935) <0)
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In (0,001)

I' _—
In (0,935)
population francaise pour que la probabilité qu’au moins une des personnes choisies

soit donneur universel, soit supérieure a 0,999 est n = 103.

=~ 102,8 donc le nombre minimal de personnes a choisir au hasard dansla

Exercice 2 5 points

Partie 1

1
up = 10 et pour tout entier naturel n, .1 = 3 Uy +2.

1. Affirmation 1 : Vraie Démonstration par récurrence :

soit P, la proposition : «0 < up41 < Uy ».
e e 1 10 6 16 30
Initialisation: Iy =10 et I = 3 x10+2 = 3 + 3 = 3 < 3 soit 0 < I < I : la propo-
sition est vraie au rang 0;
Hérédité : supposons que pour n €N, 0 < u,41 < Uy; il en résulte par produit par le
| 1 1 .
réel positif 3 que 0< 3 Unil < 3 Up puis par somme avec 2 :
1 1 .

2< 3 Upi1+2 < 3 U, + 2, soit finalement :
2 < Upy2 < Upy :la proposition est vraie au rang n + 1.
Conclusion : la proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n € N elle I'est
aussi aurang n + 1. D’apres le principe de récurrence quel que soit n € N,
0 <2 < up+1 < uy, autrement dit la suite est décroissante et minorée par 0.

2. Affirmation 2 : Fausse
En effet dans la question précédente on a montré au moment de 'hérédité que pour
neN,u,+1 2 2, donc pour n €N, u;, > 2 >0:lalimite de la suite ne peut étre nulle.

3. Affirmation 3 : Vraie .

3 L +2-3 ! 1 L ( 3) !
Upnyl =Up+1—3=-U —3=-up—1==(up—3)=-vp.
n+1 n+1 3 n 3 n 3 n 3 n
Légalité vy, = 3 v, vraie pour tout naturel n montre que le suite (v,) est une suite
. . 1 .
géométrique de raison 3 et de premier terme vg =1y —3=10-3=7.
n
On sait qu’alors pour n €N, v, = vy x g" (avec g raison de la suite), soit v, =7 x (5) .
1 . . . . . .
Comme 0 < — < 1, on sait que lim v, =0 et il en résulte que lim u, =3, ce qui
n—+oo n—+oo
améliore le résultat de la question précédente.
Partie 2

3
On considere I'équation différentielle (E) : y' = > ¥+ 2 d’'inconnue y, fonction définie et dé-

rivable sur R
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1. Affirmation 4 : Vraie. Il existe une fonction constante solution de I’équation différen-
tielle (E).

Soit g la fonction constante définie sur R par g(x) = K, avec K € R; alors g’(x) =0.

g est donc solution de I'équation différentielle si

, 3 3 3 4
g(x):ig(x)+2<:>0:§xl<+2<:>EK:—2<:>K:—§.

2. Dansunrepére orthonormé (O ; 7, 7) on note €y la courbe représentative de la fonc-
tion f solution de (E) telle que f(0) =0.
3. Affirmation 5 : Vraie La tangente au point d’abscisse 1 de € a pour coefficient direc-

3
teur 2ez.

Soit f une solution sur R de '’équation (E), alors :

3 3
f'(x) = =f(x)+2. Or on a vu que g'(x) = Eg(x) + 2, d’out par différence membre a
membre de ces deux égalités :

3 3 3
fl)-g'x)= Ef(x)—gg(x) = flx)-g'x)= E(f(x)—g(x)) =

3
(f-g'x = > (f(x) — g(x)) par linéarité de la dérivation : ceci signifie que la fonction

3
f—g estsolution deI'équation y' = 5 y dont les solutions sont les fonctions x — K e%x,
avec K € R.

Onadonc f(x)—g(x) = f(x) - (—g) = Ke?¥, avec K € R.

4
Finalement les solutions de (E) sont définies sur R par f(x) = K ezt — 3

4 4
En particulier la fonction f; telle que f;(0) = 0 vérifie Ke® — 3 — K= 3 donc

4 3 4
x)=—e2¥——,
fitx) 3 3

3 3[4
Puisque f; est une solution de (E), ona f{(1) = Ef(l) +2= 213

3
el ——|+2=
3

3 3
2e2 —2+2 =2e2. Le nombre dérivé en 1 est égal a la pente de la tangente a la courbe
représentative de f; au point d’abscisse 1.

Exercice 3 5 points
Partie 1
On considere la fonction f définie sur I'ensemble des nombres réels R par :
f)=(x*-4)e ™™
1. Limites:

e :en—oco:de lim x*=+ocodou lim x*—4=+ooet lim e * = +oo on en déduit
X——00 X——00 X——00

par produit de limites que xEIPm f(x) = +o00;

e :en +oo f(x) = x’e™* —4e™* : on sait que
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-x . x? . .
e'=1lim —=0 (puissances comparées), donc:
x—+o0 ¥

X 2

lim 4e”
X—+00

xl_iLl_’lQQ fx)=0.

2. f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables sur R. Sur cet intervalle :
flx)=2xe ™+ (x*—4) x (-De ™ =e *Q2x—x*+4) = (-x* +2x+4)e”".

3. On sait que quel que soit x € R,e™ > 0, donc le signe de f’(x) est celui du trindme
—x?+2x+4.

Ona-x*+2x+4=—(x?-2x-4)=-[(x-1)2-1-4] = [(x-1)2-5] =
—x?+2x+4=—(x—-1+v5)(x—1-V5): ce trindbme a deux racines 1 — V5 et 1+ V/5.

=0etque lim x
X—+00

On sait que le trindme a le signe de a = —1, donc est négatif sauf sur l'intervalle
[1-v/5; 1+ /5] ottil est positif.

On a donc le tableau de variations :

x |—o0 1-V5 0 1+v5 +00
f(x) - 0 + 0 -
+00 ~ 0,25
; \ // \
=~ -8,5 0

Ona f(1-v5)=(2-2v5)eV5 1 =~ -8,5;
f(1+V5) = (2+2v5)eV> "1 2 0,25;
f0)=-4

Partie 2

0
On considere la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par I, = f x"e *dx.
-2

0
1. Iozf e Fdx=[-e "], =—e"-e?=e? - 1.
-2

2. On calcule I, en faisant une intégration par partie : on a

—X X

ux) = e ux) = —e”
xn+1 ona
Vix) = 1" v =
n+1
xn+1 0 0 xn+1 -2 n+1e2 1
I,=|e*x —f —e :0—( ) + fe_xx"“dx:
n+l|_, Jo n+1 n+1 n+1lJ-
G S 8
n+1 n+1’
(_2)n+1e2 I o
donc I, = — + L eten multipliant chaque membre par n +1,
n+1 n+1

(n+ DI, =—(-2)"e? + 111 <= I =(2)""e? + (n+ DI,
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Rem. On peut aussi intégrer par partie ;1.
3. Légalité précédente donne avec:

en=0:1=(-2)'e?+Ip=-2e’+e*-1=-e*-1,

en=1:L=(-2)72e*+1 =4e?-2e?>-2=2e%-2.
Partie 3

1. f alesigne du trindme x? — 4 car quel que soit xe R, e™* > 0.

Comme x? —4 = (x+2)(x —2) ce trindme a le signe de a = 1 donc est positif, sauf sur
I'intervalle borné par les deux racines soit sur I'intervalle ]| -2 ; 2[ ot fx) <O0.

Donc sur I'intervalle | -2 ; 2[, f(x) <0 etsur]—oo; —2[U]2; +ool, f(x) > 0.
2. € coupe 'axe des abscisses au point d’abscisse —2 t on vient de voir que sur I'inter-

valle] -2, 0[, f(x) <0, donc 'aire S du domaine D est égale a 'opposé de I'intégrale de
la fonctiond de x =-2a x=0.

0 0 0 0

aire(D) = —f f(x)dx = —f (x2—4)e_xdx = —f xze_x+4f e ¥ =-L+4]) =
-2 -2 -2 -2

4(—e* 1) - (2e* —2) =2¢* -2 ~ 12,78 (ce que I'on peut conforter avec la figure).

Cr

~1

Exercice 4 5 points
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—>—>—>)

Lespace est muni d'un repére orthonormé (O i1, ), k

On considere les trois points A(3; 0; 0), B(0; 2; 0) et C(0; 0; 2).
Partie 1 : Distance du point O au plan (ABC)

1. Soit le vecteur 7{(2; 33 3).

« Levecteur AB a pour coordonnées (—3; 2; 0).

AB-7=-3x2+2x3+0x3=0donc AB L 1
* Levecteur AC a pour coordonnées (—3; 0; 2).

AC-7n=-3x2+0x3+2x3=0donc AC 1 n

Le vecteur n est donc orthogonal aux deux vecteurs AB et AC non colinéaires, donc il
est normal au plan (ABC).

2. Leplan (ABC) est 'ensemble des points M de coordonnées (x; y; z) tels que AM L 7.
Le vecteur AM a pour coordonnées (x—3; y; z).
KI\_/f J_Tz) — Kl\_/f; =0<—= 2(x-3)+3y+3z2=0 <= 2x+3y+3z2-6=0

Le plan (ABC) a donc pour équation cartésienne :

M(x; y; 22€ABC < 2x+3y+3z-6=0.

3. La droite d passant par O et de vecteur directeur n est 'ensemble des points M de
coordonnées (x; y; z) tels que OM et n soient colinéaires, c’est-a-dire tels que
OM =t.nouteR.

x =2t
Le vecteur OM a pour coordonnées (x; y; z). Or OM=tn < y = 3t
z = 3t

La droite d passant par O et de vecteur directeur n a donc pour représentation para-

x =2t
métrique:{ y = 3t reR
z = 3t
4. Onnote H le point d’intersection de la droite d et du plan (ABC).
X =2t
. - N y =3t
Les coordonnées de H vérifient le systeme 2 = 3
2x+3y+3z-6 =0

3
Onadonc:2(2t)+33t)+33t)—6=0,donc22t=6donc ¢ = T

. 6 9 9
Les coordonnées de H sontdonc: | —; —; —|.
11 11 11
5. Ladistance du point O au plan (ABC) est OH.

6) (9) (9)° 36+81+81 198 V198 3v22
OHZ:(—) +(_) +(_) _36+81+81 198, com= Y198 _3vZ2
11 11 11 112 112 11 11
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Partie 2 : Démonstration de la propriété

1. Enprenant pour base le triangle OAB et pour hauteur OC, le volume du tétraedre OABC
OC x aire(OAB)

3

vaut

OA><OB_3><2_3

OC =2 et aire(OAB) =
2 3

2x3
Le volume du tétraedre OABC est donc égal a —3 = 2.

2. En prenant pour base le triangle ABC et pour hauteur OH, le volume du tétraedre
OH x aire(ABC)
OABC vaut — .

3

3v22
3v22 x aire(ABC)
Ce volume vaut 2 et OH = 1 donc2 = -1 3 .

6 6 _6xI11 22

oH w2 3v22 V22
3. Soit la propriété : pour le tétraédre OABC, «le carré de 'aire du triangle ABC est égal a
la somme des carrés des aires des trois autres faces du tétraédre ».

On en déduit que : aire(ABC) = V22,

* aire(OAB) = 3 donc (aire(OAB))2 =9

. OAxOC 3x2 . 2
¢ aire(OAC) = 5 = =3 donc (aire(OAC))“ =9
OBx0OC 2x2
e aire(OBC) = A : =2 donc (aire(OBC))%2 =4

Donc (aire(OAB))2 + (aire(OAC))2 + (aire(OBC))2 =9+9+4=22.

Comme aire(OABC) = v22,0n a:
(aire(OABC))? = 22 = (aire(OAB))? + (aire(OAC))? + (aire(OBC))2.

La propriété est vérifiée.
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