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EXERCICE 1 4 points
Partie A
1 — 1
1. Ladroite (I]) passe par I(l ;§ ; 0), et elle est dirigée par 1] (—1 ;5 ; 1).
x = 1-1xt¢

Une représentation paramétrique de cette droite est ¢ y

1
—+—xt , teR,soit
3 3

z = 0+1xt¢t
x = 1-t
1 ¢
= —+- ,teR
3 3
z = t
3, 3
x=—+t|a- n
2. Ladroite qui a pour représentation paramétrique —q , ' e R, passe
z=1-1

3
par le point de coordonnées (Z ;0 1), c’'est-a-dire K; le vecteur de coordonnées

3 — 3
(a— 2 i1 —1) en est un vecteur directeur. Or KL (a— 1 ;1 —1). C’est donc bien
une représentation paramétrique de (KL).

3. Lesdroites (I]) et (KL) sont sécantes si, et seulement si, le systeme suivant admet une
solution unique pour (, t').
1 —
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x = 1-1

~ 1t

Y= 33

z = r

On obtient finalementq 1 §+lx (a—§ qui a une solution si et seulement

2 4 2 4

= -

2

t = 1-t
.13 1 ( 3) 1
si—=—-+-xla-—-| = a=-.
2 4 2 4 4

Remarque : Au passage, on a trouvé les coordonnées du point d’intersection des deux

1 1 1 1
droites (5 ; 5 ; 5) Onat=1t= 5 et on reporte pour avoir x, y, z.

Partie B

1.

2.

D’apres la question précédente, dans ce cas, les diagonales (/]) et (KL) du quadrila-
111
tere IKJL sont sécantes en un point Q. On vérifie que Q (5, 2 5) est bien le milieu

de[I]] et [KL].
+ + +
Rappel de la formule : le milieu de [1]] a pour coordonnées (xI 5 Y ; yi 5 Vi ; il 5 Z]).

Xr+Xx5 yr+ys Z]+Z]):(1. 1 1) e
2 7 2 7 2 27272

On vérifie sans probleme que 'on a bien (

XK+ XL, . YKk tYL . ZK+ZL) _ (1 . 1 . 1

2 7 2 7 2 ) \27272
Les diagonales du quadrilatére I K JL se coupent en leur milieu, c’est donc un paral-
lélogramme.

aussi (

On pouvait aussi montrer que IK et L] ont les mémes coordonnées.

a. Le vecteur 77 est un vecteur normal au plan (IJK) si et seulement si, il est or-
thogonal a deux vecteurs directeurs non colinéaires de ce plan.
Comme I, /, K définissent ce plan, ils sont non alignés et les vecteurs 1] et IK
ne sont pas colinéaires.
Le repere étant orthonormé, on peut utiliser I'expression analytique du produit
scalaire.

I](—l; 5; l)etdonc I]-n:—1><8+§x9+1><5:0.
Les vecteurs ] et ji sont bien orthogonaux.

Deméme:KL(—E; 1; —l)etdoncKLo n:—§><8+1x9—1x5:0.

n est bien orthogonal a deux vecteurs non colinéaire de (1K), il est bien nor-
mal a ce plan.

b. Le plan (/JK) a donc une équation cartésienne de la forme 8x+9y+5z+d = 0.
Comme le point I appartient a ce plan, ses coordonnées doivent vérifier cette
équation :
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1
8><1+9><§+5><0+d:0(=> d=-11...

c. Jedétaille le cas de M. Une maniere de répondre a cette question est de chercher

une représentation paramétrique de (BF) qui passe par B(1 ; 0; 0) et est dirigée
par ﬁ(o ;05 1).
M est le point d’intersection du plan (IJK) et de la droite (BF). Ses coordon-
nées (x; y; z) doivent donc étre solutions du systeme formé par les trois équa-
tions issues d'une représentation paramétrique de (BF) et 'équation 8x+9y +
5z+d=0duplan (I/K):

x=1
x=1+0xt x=1 y=0
y=0+0xt y=0 3
B — _ — z=2
z=0+1xt¢ z=1 g
8x+9y+5z-11=0 8x1+9x0+5xr—-11=0 =2
5
) . 3
Lescoordonneesdu[xnntA4sonI(1;0; E)
De méme, les coordonnées de N sont solutions de
x=0
x=0+0xt¢ x=0 y=1
y=14+0x¢ y=1 2
— — —
z=0+1xt z=t z—g
8x+9y+5z—-11=0 8x0+9x1+5x¢t—-11=0 r==
5

. . 2
Les coordonnées du point N sont (0 ;15 E)

Une autre maniere de répondre, est d'utiliser I'équation du plan (1JK) donnée
dans la question précédente.

EXERCICE 2 5 points

1. a. G est dérivable sur R car c’est la composée de la fonction carrée suivie de la

1
fonction exponentielle toutes deux dérivables sur R (puis produit par E)'
Pour tout réel x, on pose u(x) = x?, ainsi u/(x) = 2x :

1 1
G'x) =5 x u/ (x)e") = = x 2xe" = g(x)

1 1
b. I :f xle” dx:f g(x) dx=[G(0)]y=G(1) - G(0) = 1e—l.
0 0 2 2

11
L=-e—=
2 2

1 1
2 2
c. In+2:f x"2e* dx:f 2" x xe™ dx
0 0

u(x) s uix) = (n+1Dx"

Posons {

v (x) xe© = = _ Ll
=gx) v(x) = 2e = G(x)
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Toutes les fonctions sont continues car dérivables sur [0 ; 1]; on peut donc

intégrer par parties :
! 1 e 1 n+l [l
Ins+2 = [G(x)x™* ]O—f (n+x"=e* dx=-e-0- f x"e* dx =
0 2 2 2 0
1e n+II
2 2 n---
. e eiso s 2 1 1+1 1 1
d. On fait n =1 dans |'égalité précédente : I3 = Ee— Tll = Ee— L = 3
1 3+1 1 1 1
Onrecommenceavecn=3:Ir=—-e———I3=—-e—2x—-=—-e—1.
2 2 2 2 2
I _1 I —1e 1
T2 P
1 1 1 n+1
2. Onremarque que [; = Ee_i etque I4o = Ee_TI”'

A\ Dans la boucle, on gere u avant n : on utilise la valeur de n entrante pour la nou-
velle affectation de u.

Etape u | n | Commentaire

Initialisation L 1 | ce sontles valeurs en entrant dans la boucle
Premiere entrée L 1

Premiere sortie I; | 3 | onincrémente de 2 en 2

de la boucle

Seconde entrée I; | 3

Seconde sortie Is | 5

la derniere valeur vérifiant n > 21 est 19

Derniere entrée | 19 | 19

Derniere sortie L | 21

Affichage I le terme obtenu en dernier
En sortie de cet algorithme, on obtient Iy;.

3. a. I, il faut revenir a la définition de I,

Pour tout x € [0; 1], x"e* =0 car « une fonction exponentielle » est positive.
Comme I, est donc 'intégrale d'une fonction positive, les bornes étant dans
I'ordre croissant, finalement I, = 0.

b. VneN, Vxel[0; 1],
x<1 = x"l<x” on a multiplié par x” = 0 et vérifié en 0
= x"1leX <x"e* onamultiplié pare® >0
= Iy sy par intégration de 'inégalité
Par définition, la suite (I,,) est décroissante.

c. La suite (/) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente vers une limite
¢=0.

4. Montrons par 'absurde que £ =0 . Supposons donc ¢ # 0.
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1 n+l
On va « passer a la limite » dans larelation Vn e N, I;,15 = ze -

ne

) o n+1
D’une part : comme ¢ # 0, par produit n11r+n Tln =+oo et
— 100

1 n+1
m —e-—
n—+oo 2 2

D’autre part nEI}lm I = nl_lH’loo I,=¢

In:_w

On devrait donc avoir ¢ = —oo, ce qui est absurde car ¢ = 0 (voir la question 3. c)
Conclusion: ¢ =0
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EXERCICE 3 6 points

Partie A : Conjecture graphique

Les solutions de I’équation (E) sont les abscisses des points d’'intersection des deux courbes.
Il semble y en avoir 2. Lune comprise entre —1 et 0, 'autre entre 0 et 1.
Partie B : étude de la validité de la conjecture graphique

1. a. VxeR x?>+x3=x*1+x). Comme un carré est positif ou nul, x*> + x3 est du
signe de 1+ x.
e x>+ x>=0pourxe{-1;0}.
e x>+ x>>0pourxe]—1;0[u]0; +ool.
e x>+ x3<0pourx€]l-oo; —1l[.
ex
b. x solution de (E) < e* =3(x*+x%) < x*+x° = — - Or, pour tout réel
ex

x,— > 0, alors que x? + x> < 0 pour x €)oo ; —1[. (E) n’a pas de solution sur
I'intervalle] —oo; —1].

c. e’ =1et3x (0%+0%) =0. Donc 0 n’est pas solution de (E).

2. Yx€]-1;0[U]0; +oo], (B) < e*'=3(x*+x°)
Ine* =1In (3 (x* + x%)) a=b < lna=Inb
x=In3+In(x*(1+x) In(ab) =lna+Inb
x=In3+In(x?)+In(l + x)
In3+In(x?)+In(1+x)—x=0
h(x)=0
3. a. hestunesomme et composée de fonctions de référence dérivables, donc / est
bien dérivablesur]—1; 0[ U ]0; +ool.
Siu >, 0 sur un intervalle, alors In u est dérivable sur cet intervalle et sa dérivée

IR

u
est —.
u
) . x 1 2 1
Pourtoutréel xe]—-1;0[uU]0; +too, (%) =0+ =+ —-1=—+——-1=
) x2 x+1 x x+1
2x+D+x—x(x+1 —X“+2x+2
( ) ( ).Onabien:h’(x):—
x(x+1) x(x+1)

b. Pour étudier le sens de variations de ki, on étudie le signe de sa dérivée.
Les numérateurs et dénominateurs sont des trindbmes du second degré.

Pour le dénominateur, les racines sont 0 et —1, le coefficient dominant est 1 > 0.
Il est donc positif «a I'extérieur » des racines, négatif « entre » les racines (voir
le tableau).

Pour le numérateur, pas de racine évidente. On calcule donc le discriminant.

-2+2v3

xo = 1+ /3. Le coefficient dominant est —1 > 0, d’oi1 le signe...

On trouve : A = 12 > 0 et les deux racines sont x; =
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P ] 1-V3 0 1+V3 +00
—x%+2x+2 - 0 + 0 -
x(x+1) 0 - 0 +
h (x) | + 0 -+ 0 -
Etude des limites aux bornes :
e Limiteen —1
lim1 In3-x=In3-1
o
. 2
lin_ll X = par composition __ >
J{_ 1 _ = lim Inx“=0 par somme
Xl_rp1 nX = x—-1 \
xli»n—ll I+x = 0 par composition I In(1 + )
- - m nil+x)=-
;(lrn() InX = —0 x—-1 *
lim h(x)=-o00
x—-1
e Limiteen0
lim In3-x=In3
. 5 x—0
hn(l) X = 0 par composition __ 2
x— _ = lim Inx“=-oc0 par somme
}(I_I% InX = -oo x—0 VD —
}Clil(l) 1+x = par composition li In(1 ) =0
- SN im In(l1+x) =
)l(mll InX = x—0
lim h(x)=-oc0
=0,
e Limite en +oo0
lirP In3—-x=-00
X—+00
lim  x? = +oo iti
e par COITIpOSlthIl .
xl.+00 _ - lim In x2 =+00 par somme
. 111100 InX = +oo X400 =
x1—1>IP I+x = +4o0 par composition
LT = lim In(l+x)=+o00
Xhm InX = +oo X—+00
—+00

onalaFl « +oco—
h(x)=In3+(x+1)

oO»
(21nx+ln(1+x) X
x+1 x+1 x+1)
1

Or
e lim — = lim ——=1
x—+oox+1 x—+o0 1
X
xl_l,I.,I.loo 1+x = +oo par composition In(1+ x)
¢ InX - m =
im — = 0 X—+00 x+1
X—+00
Inx Inx . . Inx )
e Pour tout x > 1,0 < —— < —. Par comparaison, lim —— =0 etle théo-
x+1 X x—+o0 X
. . Inx
reme des gendarmes assure que lim —— =0
x—+oo x + 1

Finalement avec des opérations élémentaires, on obtient enfin
lim h(x) = —oo.
X—+00
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Pour avoir le tableau de variations complet, il nous faut encore les signes
de h(1-+v/3)<0et h(1++3)>0quel'on obtient avec la calculatrice.

x |-1 1-V3 0 a1 1+V3 a2 +oo
f'(x) + 0 - + 0 —
h(1-3) }w@)
—00 -0 —00 —00

c. * Sur l'intervalle |-1; 0[, la dérivée s’annule en changeant de signe (+ ; —),
donc k(1 - v/3) est un maximum pour £ sur cet intervalle. Or k(1 —+/3) <0
donc I'équation h(x) = 0 n'a pas de solution sur ]—-1; 0[. C’est une premiere
contradiction avec la conjecture de la partie A.

e Sur 'intervalle ]0 ; 1+ v/3[ la fonction h est dérivable, donc continue; 0 est
compris entre }Clil(l) h(x) et h(1+ \/5), d’apres le théoreme des valeurs inter-

médiaires, 'équation h(x) = 0 admet donc au moins une solution sur [0; 1+ v/3(.
Comme h est strictement monotone sur cet intervalle, cette solution a; est
unique.
La calculatrice donne : 1(0,61) = —0,02 et /(0,62) = 0,24.
0 est donc compris entre h(0,61) et h(0,62), le raisonnement précédent as-
sure donc que a; € [0,61; 0,62].
On trouve de méme que 0,618 < a; < 0,619
Une valeur approchée de a;, arrondie au centiéme est donc 0, 62.

¢ Comme h(1+V/3) > 0, 0 est aussi compris entre Jim h(x) et h(1+ V3). Le
méme raisonnement assure donc I'existence d'une autre solution dans cet
intervalle. Voir le tableau.
Avec la calculatrice, on trouve 7,12 comme valeur approchée de a», arrondie
au centieme.

d. Laconjecture de la partie A est erronée. Il y a bien deux solutions mais pas dans
les intervalles prévus!

EXERCICE 4 5 points

Candidats w'ayant pas suivi U'enseignement de spécialité

1. On a complété en rouge le premier arbre :
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0,68 B 0,32 A

< -,
/ 0327F o enlimvene: /
\ / \ /

}E T

Avec la formule des probabilités totales, on calcule d’abord p(B).
p(B) = p(ANB)+p(AnB) = p(A)x pA(B)+p(A) x pz(B) =0,2x0,68+0,8x0,6=0,616.
On peut ajouter 0,616 a la place du? sur I'arbre inversé.

Enfin, la formule des probabilités conditionnelles :
p(AnB _0,2x0,68

B) = = = 0,22
palB) p(B) 0,616
Donc p4(B) #0,32.
Laffirmation est fausse

2. Lurne contient n + 3 boules. L'univers est 'ensemble des paires de boules tirées.
Comme elles sont « indiscernables » au toucher, il y a équiprobabilité.

(n+3)(n+2)

n+3
Le nombre de tirages possibles est ( ) ) = 5

. n
Le nombre de tirages contenant 2 boules rouges est (2)

. . 3
Le nombre de tirages contenant 2 boules noires est o

n+3 n 3
Le nombre de tirages contenant 1 boule de chaque couleur est ( ) ) - (2) - (2) ou

. n . . p A .l . .
bien (1) X (1) = 3n. Un tirage simultané peut étre assimilé a un tirage successif sans

remise).
e . . 3nx2
La probabilité d’obtenir deux boules de couleurs différentes est donc ———
(n+3)(n+2)
N . . 3nx2 9 2
Le probléme revient a résoudre ——— = — <= 3n“-29n+18=0.

(n+3)(n+2) 22
C’est une équation du second degré. On cherche une solution entiére positive. Plu-

sieurs facons de répondre ici :
2
e On peut calculer le discriminant, il est positif, puis les solutions 9 et —...

e On peut aussi utiliser les variations que I’on connait bien! On affiche la courbe, et
on vérifie que 9 est OK.

Laffirmation est vraie.
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3. On peut chercher l'écriture complexe de la rotation de centre A d'affixe 3 —2i et d'angle
T . , . e , . .
) ou justifier que l'on a bien 'écriture complexe d’'une rotation puis vérifier que A
est invariant et que l'angle est le bon.
. , . , Y4 P '

La rotation de centre A d’affixe 3 — 2i et d’angle ) a pour écriture complexe z' =
e (z—z4)+24.90it 2/ = —i(z—3+20)+3-2i < 2/ = —iz+3i+2+3-2i < 7' =
—iz+5+i
Laffirmation est vraie.

4. Onsait que zz =| z|?. Donc (E) = z° =| z|* +1.

Ces deux nombres complexes devraient avoir le méme module, ce qui conduit a
|z ?=|z|? +1, équation qui n’a pas de solution dans R. (Dans C non plus d’ailleurs!).

Laffirmation est fausse.

5. On place les trois points pour « voir ».

. . T RrT c-a

L'angle en A pourrait convenir. Or,(AB,AC):arg( b—a)'
c—a V3+il-v3)+1 (V3+1+i1-V3)1-1) _
b-a i+1 - (L+D)(1—1) -
V3+1+i1-V3)+1-V3-iv3-i 2-2iV3

2 o2

— 1 3 —
Finalement % =1-iv/3=2 (5 —i%) et arg(%) = —g (2m).

Dans le triangle ABC I'angle en A est égal a 60°.
Laffirmation est vraie.
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EXERCICE 4 5 points

Candidats ayant suivi U'enseignement de spécialité

1. On vérifie qu’'un tel couple est bien solution de (E). Pour tout entier relatif k, on a:
39+2k)—-2(13+3k)=27+6k—-26—-6k=1.
On a prouvé que tous les couples de cette forme sont solutions de (E). On n’a pas

prouvé que ce sont les seuls... mais on a déja résolu un certain nombre d’équations
diophantiennes, et on sait qu’ils ont la bonne forme.

Certains correcteurs pourraient ici vouloir le détail de la résolution proprement dite...
Laffirmation est vraie.

2. Une rapide exploration avec le tableur de la calculatrice laisse penser que Uaffirma-
tion est vraie : on n'échappe pas a une preuve rigoureuse!
Notons d le PGCD de a et b.

* Comme d divise a et b, il divise toute combinaison linéaire de a et b, donc en
particulier 3b—2a = 7. d est donc un diviseur (positif) de 7, c’est donc 1 ou 7.

e Supposons que n = 2 (7). Montrons qu’alors d = 7.
n=2 (7):){a53x2+1 (7) {azo (7)

b=2x2+3 (7) b=0 (7)

7 est un diviseur commun a a et b et dans ce cas, le PGCD est bien 7.

e Réciproquement, supposons que d = 7, montrons qu’alors n = 2 (7).
d=7=>7|a=>3n+1=0 (7)=>3n=-1 (7)
A\, il ne faut pas se laisser tenter par la division! On veut bien inverser 3, il nous
faut un multiple de 3 congrue a 1 modulo 7. 15 est parfait. On multiplie donc par
5:
d=7=>15n=-5 (MN=>n=2 (7)
car15=1 (7)et-5=-5+7 (7)

Laffirmation est vraie.

3. Laffirmation est « pour tout entier 7...». Pour montrer qu’elle est fausse, il suffit d’ex-
hiber un contre exemple!
Si n=0, alors a =21, b = 2. La division euclidienne de a par b s’écrit :
21=10x2+1
Le quotient est 10 alors que n+2 = 2.
Laffirmation est fausse
Pour une recherche systématique (inutile ici) :

Le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b sont respectivement
égauxan+2etn+17sietseulementsia=(n+2)b+(n+17)avec0<n+17<b.

On vérifie la premiere condition :
n+2)b+(n+17)=n+2)2n+2)+(n+17) =2n’+4n+2n+4+n+17=
2n®+7n+2l=a

On vérifie la seconde condition :
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0 < n+17 est toujours vraie car n est un entier naturel.
n+17<b < n+17<2n+2 < 15 < n. On voit que cette condition n’est pas
toujours réalisée...

1
4. Onsait que la similitude directe réciproque de sa pour centre A, rapport E etangle

m
1
P e R DA ) N .
Z' = z+ est bien |'écriture complexe d'une similitude directe car elle est
de la forme

-1+7i

1-i
z’:az+baveca:T€C* etbh=

1-1  —1+7i
* l'affixe du centre est 'unique solution de z = 5 z+

On teste si’affixe de A est solution : si z = 3 +4i, alors
1-i —1+7i_1—i —1+7i_3+4i—31+4—1+7i_6+8i

2 z+ (3+4i)+ 5 =3+4i=zy.
Le centre est bien A.
1 1 1
e lerapportest|al=1/—+-=—
pp la| 17175

1-i
 I'angleestarg(a)=arg (_

N —
Il

4

Laffirmation est vraie.
5. Cette similitude existe bien car les points sont deux a deux distincts.

La similitude directe qui transforme A en C et B en D a pour angle (Zg, EB), soit

arg(d_c).
b-—a
d—c 4+V3+4iV3-1+2V3-iB+Vv3) 3+3V3+i(-3+3V3) _
b-a 4-i—1-2i B 3-3i B
(1+V3+i(-1+Vv3)) (1 +10)
1-DA+1i)
d-—c 1+V3+i(-1+V3)+i+ivV3-(-1+v3) 2+2iV3 ) 1 V3
b 5 =— :1+1\/§:2(5+7).

Dans le plan muni d'un repere orthonormal direct, on considere les points A, B, C et
D d’affixes respectives a = 1+2i, b=4—1i,c=1-2v3+i(3++/3) et

d=4+/3+4iV3.

s s . . /4
La similitude directe qui transforme A en C et B en D a donc pour angle 3

Laffirmation est vraie.
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