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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Partie A : Etude d’une fonction

1. a. De lim x=+ooet lim Inx=+oo, onconclutque lim f(x)=+oo.
X—+00 X—+00 X—+00

b. On sait que lirr(l) xIlnx =0, donc lirr(l) fl)=-1.
xX— x—

1
2. f'f(x)=Inx+xx —=Inx+1.
X

Onadonc f'(x) >0 < Inx+1>0 < Inx>-1 < x> el (par croissance de la fonction
exponentielle). On peut donc en déduire que f est croissante sur ]e‘1 ; +00].

Deméme f'(x) <0 < x<eletf/(x) =0 < x=e"L.

Ona f(e!)=elln(e™!)-1=-e!-1. On a donc le tableau de variations de la fonction f sur

10 ; +oo[ suivant :

f(x) - 0 +

-1 +00
fx) \ /
—el-1

3. Sur ]0 ce! [, f(x) < —1<0.l'équation n’a pas de solution sur cet intervalle.
Sur l'intervalle [e_1 ; +oo[, la fonction f est continue car dérivable et strictement monotone crois-
sante : il y a donc une bijection de [e™! ; +oo[ sur [-e™! = 1; +oo|.
Conclusion : il existe un réel unique a de l'intervalle [e™! ; +oo| tel que f(a) = 0.
La calculatrice donne successivement: 1,7 <a < 1,8, puis 1,76 < a < 1,77.

4. La question précédente montre que :
— sur]0; af, f(x)<0;
— fla)=0;
— sur]a; +ool, f(x)>0.

1
5. Ona f(a)=0 < alna-1=0 < alna=1 < Ina=— (cara #0).
a

Partie B : Calcul d’'une intégrale

1. On sait que sur l'intervalle [a ; 4] la fonction f est positive, que a < 4, donc I'intégrale est (en unité
d’aire) 'aire de la surface hachurée limitée par la courbe ¢, I'axe des abscisses et les droites d’équa-
tions respectives x = a et x = 4.

2

! N

2. Posons{ wx) = = U 12
v(x) Inx '

v'(x) -

I
=

X
Toutes ces fonctions sont continues car dérivables sur l'intervalle [« ; 4], on peut donc faire une
intégration par parties :
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2 4 4,2 2 4 4 2 214
I:[x—lnx - x—><—dx= —Inx —f fdx: —lnx—x— =
2 a a X 2 a a 2 4 a
a> a> 2 g2
8ln4—-4-({—Ina-—|=8ln4-4+ — - —1Ina.
2 4 4 2

4 4 4 a®  a?
3. sz (xlnx—l)dxzf xlnxdx—f ldx=J-[x]* =8In4—4+— - —Ina-4+a.
a a a 4 2
1
Onavuquelna =—,donc:
a
a?  a? a® a a? a 5 a® a
I=8ln4-4+—-—-4+a=8n4-4+—-—-4+a=8n4-8+—+—-=8In2"-8+ —+—-=
4 2a 4 2 4 2 4 2

a® a
16In2-8+ — + —

4 2
Del’encadrement trouvé 1,76 < a < 1,77, on déduit successivement :

2
a
3,0976 < a? < 3,1329 = 00,7744 < T <0,783225
a
et 0,88 < 5 < 0,885 et finalement : 4,7444 < I < 4,768225.
OnadoncI~=4,8 (u.a.)a0,l pres.
EXERCICE 2 5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1.

a.

E(Z ; =8 =2), E(s ; 0; 1) : ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, dont les trois points
distincts A, B et C définissent un plan.

Onan-AB=2-8+6=0et n-AC=3-3=0.

Le vecteur n orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) est donc un vecteur nor-
mal au plan (ABC).

On sait que M(x; y; z) € (ABC) <= 1x+1y—3z+d =0. En particulier C(2; 2; 2) € (ABC) <—
1x2+1%x2-3%x2+d=0 < d=2.

Conclusion: M(x; y; 2) € (ABC) <= x+y—-3z+2=0.

Le vecteur ;(1 ; —1; 1) est un vecteur normal au plan (P).

Or n et p ne sont pas colinéaires, ce qui signifie que les plans (ABC) et P ne sont pas paralléles
donc sécants.

x+y-3z+2 = 0 Xty = 3t-2
M(x;y;z)ED@M(x;y;z)e{x_y+z_4 - 0 — )Zc—y i ;t+4 1 >

2x=21t42 < x=t+1
Enremplacant dans'équation (1) y=x+z—-4=2z+14+2z-4=2¢-3.

x = t+1
Finalement: M(x; y; 2) €D < y = 2t-3
z =t

Le point de D correspondant a ¢ = 1 est le point I.
Calculons QI =(2-3)2+(-1-1)2%+(1-3)2=1+4+4=9,donc Q[ =3:1le point I appartient a la
sphere S.
Un point M(x; y; z) appartient a S si et seulement si QM? =9 < (x—3)?>+(y—1)?>+(z—-3)>=9.
Un point M(x; y; z) appartient a D et a S si et seulement si ses coordonnées vérifient les équa-
X = 1+¢
vy = -3+2t

= t
9

tions :

(x=32+(y-1?+(z-3)2
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(L+1-3)2+(-3+2r-1)%+(t-3)*=9 < *+4-41+4* +16- 161+ +9-61=9 —
612 -261+20=0 < 32— 13r+10=0.
On sait que I appartient a S donc ¢ = 1 est une des des solutions de I'équation du second degré.

10
Or3t2-13t+10 = (- 1)(3t — 10); donc l'autre solution est donnée par3t—10=0 < = 3
N . .. .(13 11 10
valeur du parametre qui conduit a J 3 ; 3 ; 3
EXERCICE 2 5 points

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. a. Les points M(x; y; z) communs a P et au plan d’équation z = 5 ont leurs cordonnées qui véri-

fient:
= 4242 2.2 _
z = X+y . x“+y° = 5
z =5 V4 = 5

Ces points appartiennent donc au cercle situé dans le plan d’équation z = 5, cercle de centre
(0;0; 5) et de rayon V5.

b. De méme Les points M(x; y; z) communs a P et au plan d’équation y =1 ont leurs cordonnées

qui vérifient :
z = x2+y2 z = x*+1
=
y =1 y =1

On reconnait une parabole (de sommet (0; 0; 1) située dans le plan d’équation y = 1.
2. a. M(x;y;2€S < OM?>=R?>=6 < x*+y*+2*=6.

Mx;y;2€S < x2+y2+z2=6

b. Les points M(x; y; z) communs a P et a la sphére S ont leurs cordonnées qui vérifient :
z = x*+y?
{ P+y*+z22 = 6
Cette équation du second degré a une solution évidente : 2; 'autre est donc —3.
Or z= -3 = x* + y? ne correspond a aucun point puisque x? + y? > 0.
Il reste donc la solution : z =2 = x? + y°.

—z+2%2=6 < Z°+2z-6=0.

Les points M(x ; y; z) communs a P et a la sphere S sont donc des points du cercle centré en
(0; 0; 2) et de rayon V2.
3. a. Le couple solution (-1 ; —1) est évident.
b. De{ :2?(_;2{) L2x(-1) _ i = (par différence)
“Bx+D+2(y+1)=0 = 2(y+1)=3x+1) (1.
2 divise donc 3(x + 1), mais (Gauss) comme il est premier avec 3, il divise x + 1.
Il existe donc un entier k telque x+1 =2k < x=2k—-1.
En reportant le résultat x + 1 = 2k dans (1), on obtient 2(y+1) =3 x2k < y+1=3k < y=
3k-1.
Les couples solutions sont donc de la forme 2k—-1; 3k—-1), keZ.
D’apres le résultat précédent un point de coordonnées entiéres appartient au plan si ses coor-
données sont de la forme (2k—1; 3k—1), ke Z; ils appartiennent de plus a P si et seulement
si:
z=x*+y*=(2k-1)?+ (3k-1)? = 4k? + 1 -4k +9k* + 1 -6k = 13k*> — 10k + 2.
Il reste a trouver les points tels que z < 25.
z2<25 < 13k* - 10k+2 <25 < 13k*> - 10k-23 <0
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23
L'équation 13k% — 10k — 23 = 0 a une solution évidente —1; I'autre est donc It

Le trindme 13k% — 10k — 23 est négatif entre ses deux racines, donc les valeurs convenables de k
vérifient :

-1<k< E <2
13
IIn'y a donc que trois valeurs possibles :
k =-1, soit le point (-3; —4; 25);
k =0, soitle point (-1; —1; 2);
k=1, soitle point (1; 2; 5).

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

PartieA:

2 2] 4
Comme g =p,0Q=0P=1.
Les points P et Q appartiennent au cercle I' de centre O et de rayon 1.

1\? 3 1 3
1. a. Ona|p|2=(——) +(£) = +Z=1=OP2,donc|p|=OP=1.

1
b. Voir a la fin. Les points P et Q ont tous les deux une partie réelle égale a -3 : ils appartiennent

1
donc a la droite d’équation x = — 3 et au cercle I'. Voir a la fin de I'exercice.

2. a. Soitle point K d’affixe —1. On a:

|z|=]z+1| < |z-0| =]z—(-1)| < OM =KM, donc les points M sont équidistants de O et de
K.
Lensemble D des points M d’affixe z tels que |z| = |z + 1| est donc la médiatrice du segment [OK].

1 2 3 1\ 3\
b. T'. On sait déja que OP:l;calculonsKP2=(—E—(—l)) +(£) =(—) +(£) =1, donc

2 2 2
KP=1etPeD.
2 2
1 2 3 1)\2 3 1 3
DemémeOQ:letKQ2=(———(—1)) + —£ =(—) + —£ =—-+-—=1,donc
2 2 2 2 4 4
KQ=1etQeD.

Conclusion : les points P et Q sont les deux points communs au cercle I et a la médiatrice D.

PartieB:

1. a. Oestle centre du cercle circonscrit du triangle ABC, donc OA = OB = OC ou encore |a| = |b| = |c|.

b b

Ona ‘— = H =1; méme démonstration pour

a a

b. O estle centre de gravité du triangle ABC ou encore l'isobarycentre des trois points A, B, C ce qui
signifie que a+b+c=0.

=1

c. Dela question précédente on déduit: ¢ = —(a + b) d’ol1 pour les modules

lcl=1—(a+b)|=la+bl.
- b b b b
Onadonc|£‘:| @+ )|:|(a+ )|: arbi_ 1+—|.
a lal lal a a
. b b
Finalement |—|=|—+1|=1.
a a

Antilles-Guyane 4 septembre 2011



Corrigé du baccalauréat S A.P.M.E.P.

. On avu dans la partie A que les seuls complexes z tels que |z| = |z + 1| étaient les complexes p et

g.Doncona—=pou—=gq.
a

g-1_ -1-i¥-1 -3-if  _3.iy3 (-3-iv3)(-3-iv3) 9-3+6iv3 6+6iv3
Pl 1481 3448 -3+1V3 (-3+ivB)(-3+iV3) 9+3 12
1 V3 T T iz
—+1— =COS— +1SIn— =¢€'3.
2 2 3 3

c c—a
-l_a-l_ T ¢

. Les deux résultats précédents montrent :

c—a -1 .z
- en termes de modules que| |= q—‘: els|=1.
b-a p-1
c—a lc—al )
Onadonc|b |= — b |:1 < |c—a|=|b—a|l < AC=AB, donc le triangle ABC est
—-a —-a

isocele en A.

- -1 v
- en termes d’arguments que arg(%) = arg(q—l) =arg (e‘ﬁ) = %
—a p-

On adonc (E, A—é) = g

b2
Langle au sommet du triangle ABC mesure 3 donc les deux autres angles aussi : le triangle ABC
est donc équilatéral.

2 01

<
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EXERCICE 4 5 points
Commun a tous les candidats
PartieA:

1.

2
5
n n
T
5
1
5
/

2. D’apres la loi des probabilités totales :

— 2 1 1 1
Pne1 =P (Gpy1) = P(GnﬂGn+1)+P(GnﬂGn+l) = gl—”n*‘ 5 (1_1-’711) = gl—”n"’ 5

1
3. a. Pour tout n entier naturel non nul, u,4+1 = pp+1 — 1 = (d’apres la question précédente)
1 + 1 1 1 1 1 ( 1) 1
— —_——_——= - _—_—= - —— | =—Uysn.
5Pt TP T TPy T
1 1
Légalité u,4 = gun montre que la suite (u,),en €St une suite géométrique de raison 5 et de

1 3
premier terme u; = p; — 1 =1- T

1

4
1 n-1

b. On sait que pour tout naturel supérieur ou égala l: u, = u; x (E) =

3 1 n—1
Up=—X|= .
" (5)

1
Comme u, = p, — " > pp=Uun+ 7 on a finalement :

3 (1)"—1+1
==X |- —-.
Pn=73"15 4

c. Comme

n-1 n-1
. .3 . . 1
—{<1, lim |- =0et lim —x|- =0.Ilenrésulte que lim p,=-.

n—+oo\ 5 n—+oo 4 5 n—+oo 4

Au bout d'un trés grand nombre de parties, la probabilité de gagner sera proche d’'une chance sur
quatre.

Partie B :

1. a. Les épreuves étant identiques et indépendantes, la loi de probabilité suivie par la variable aléa-

toire X est une loi binomiale avec n =10et p =

Z.

10 10 3 10 310 )

b. OnapX>1)=1-pX=0)=1- x|=] |=|] =1-===0,943~=0,94, 410 pres.
pX=1) pl ) 0 (4) (4) 210 p

1
C. OnaE(X):nxp=10xZ=2,5.
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2. a. Lejoueur doit payer 30 € pour les 10 parties et récupérera en moyenne 2,5 x 8 = 20 €. (espérance
de gagner 2,5 parties sur 10).

En moyenne les 10 parties cotiteront 30 — 20 = 10 €, soit 1 € par partie. Le jeu est donc désavan-
tageux.

b. Pour réaliser un bénéfice supérieur a 40 €, vu la mise de 30 €, il faut gagner plus de 70 €. Comme
8 x 8 = 64, il faut donc gagner 9 parties au moins sur 10 (9 x 8 = 72).

ona o= +p0c=10 =" (1 (2] [] (2] (2] <10 20 L -
napa=arpa=10=19 2} \2) "|iw0/\2 4f 77410 410 ™

31
— = 0,00002956 = 0,00003.
410
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