Exercice 1

o» Corrigé du baccalauréat S Amérique du Nord e
30 mai 2013

5 points

Commun a tous les candidats

On se place dans I'espace muni d'un repere orthonormé.
On consideére les points A(0; 4; 1), B(1;3;0),C(2; —1; =2)etD (7; —1; 4).

1. Démontrons que les points A, B et C ne sont pas alignés.

— — 1 -1
OnaAB(1;-1;-1)et AC(2; —=5; —3).Ona: 2 ;6—5.

Les coordonnées des vecteurs AB et AC ne sont pas proportionnelles.

Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires : les points ne sont pas alignés.

2. Soit A la droite passant par le point D et de vecteur directeur Z(Z ; —1;3).

a.

Démontrons que la droite A est orthogonale au plan (ABC).

OnaAB-u =1x2+ (1) x (~1)+(=1)x3=0et AC . u =2x2+(=5) x (1) +(~3) x3 = 0. Les
vecteurs AB et AC sont orthogonaux a u.

La droite A est orthogonale a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) : elle est orthogo-
nale au plan (ABC).

De ce qui précede, on déduit que U est un vecteur normal 2 (ABC).

Une équation cartésienne de (ABC) est de la forme 2x—y+3z+d =0.

Comme le point A appartient au plan (ABC), ses coordonnées vérifient :
2x0+@D)x(-D+(1)x3+d=0 <= d=1.

On en déduit une équation cartésienne du plan (ABC) : 2x—y+3z+1=0.

Déterminons une représentation paramétrique de la droite A.

Comme la droite A a pour vecteur directeur ;(2 ; —1; 3) et contient le point D (7; —1; 4),
une représentation paramétrique de A est :

X = 2t+7
y = —-t-1 ,teR.
z = 3t+4

Déterminons les coordonnées du point H, intersection de la droite A et du plan (ABC).
Les coordonnées de H sont les solutions du systeme :

x = 2t+7
y = -—-t-1
) 2 = 3144 ' R
2x-y+3z+1 = 0
x = 2t+7 x = 2t+7
y = -t—-1 y = -t-1
) z = 3t+4 = z = 3t+4
2x—y+3z+1 = 0 22t+7) - (-t—-1)+3Bt+4)z+1 = 0
X = 2t+7 x = 3
y = -t-1 y =1
Y z = 3t+4 z = -2
r = =2 r = =2

Le point H a pour coordonnées H(3; 1; —2)

3. Soit 2, le plan d’équation x+ y + z =0 et % le plan d’équation x+4y +2 =0.

a.

Démontrons que les plans 22, et 22, sont sécants.

Le plan 22, d’équation x + y + z = 0 a pour vecteur normal ;1)(1 1;1).

Le plan £ d’équation x+4y + 2 Oa A pour vecteur normal nz (1;4;0.

Les coordonnées des vecteurs n1 et I’l2 ne sont pas proportionnelles. Les vecteurs E et ;2)
ne sont pas colinéaires. Les plans ne sont pas paralleles; ils sont sécants.
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b. Vérifions que la droite d, intersection des plans £, et %%, a pour représentation paramétrique

X = —4t-2
y = t , teER.
z = 3t+2

Considérons le systeme :

x+y+z = 0
x+4y+2 = 0 ,teR.
y =
x+y+z = 0 z = - x-t z = 3t+2
x+4y+2 = 0 <= X = —41-2 <= { x = —-4t-2
y =t y = t y =t
On en déduit que la droite d, intersection des plans 22, et 2%, a pour représentation paramé-
x = -—4r-2
trique< y = t , teR.
z = 3t+2
On peut également vérifier que la droite (d) est incluse dans le plan 2, et également dans
le plan 2, .

En effet, on a démontré que ces deux plans étaient sécants, ils sont donc sécants suivant
une droite qui appartient simultanément aux deux plans et cette droite est unique.
—-4t—2+t+3t+2=0donc (d) est contenue dans le plan & ;
—4t—2+4t+2=0donc (d) est contenue dans la plan 2,

c. On déduit de la représentation paramétrique précédente que la droite d a pour vecteur direc-
teur ;;(—4 ;15 3).
Le plan (ABC) a pour vecteur normal Z 2;-1;3).

—_

u.u =0.u et ;; sont orthogonaux : la droite d et le plan (ABC) sont paralleles.

Exercice 2 5 points
Candidats N’AYANT PAS SUIVI 'enseignement de spécialité mathématiques

On considere la suite (u,,) définie par 1 = 1 et, pour tout entier naturel r,

Un+1 =V 2Up.

1. On considere I'algorithme suivant :

Variables : n est un entier naturel
u est un réel positif
Initialisation: Demander la valeur de n
Affecter a u la valeur 1

Traitement : Pour i variantde la n:
| Affecter a u la valeur v2u
Fin de Pour
Sortie : Afficher u

a. Ona:ug=1, u3 =+2u =\/§, u2=\/2u1=\/2\/§et

us =v/2up = \/2\/2v2=1,8340 2 10~* pres.

b. Cet algorithme permet le calcul du terme de rang n.
c. D’apreés le tableau des valeurs approchées obtenues a I'aide de cet algorithme pour certaines
valeurs de n, on peut conjecturer que la suite (u,) est croissante et majorée par 2.

2. a. Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 2.
e [nitialisation
On a up =1 donc 0 < yp < 2:I'encadrement est vrai au rang 0.
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e Hérédité

SoitneN,et0< u, <2.

Ona:0<u, <2 < 0<2u, <4 < 0<2u, <4 < 0< uys1 <2.Lencadrement est
donc vrai aurang n+ 1.

Lencadrement est vrai au rang 0, et s'il est vrai au rang n, il est vrai au rang n+ 1 : on a donc
démontré par le principe de récurrence que pour ne€N, 0< u, <2.

b. Déterminons le sens de variation de la suite ().

Un+1 |

Comme pour tout entier naturel 7, 0 < u,;, comparons al.

Un+1  V2Up 2uy 2
Ona: —=——-= > =1/
Up Uy uy Up

2 2
Et comme on a démontré précédemment que u, < 2, alors — > 1 et 1 [—>1.
Un

Un

Un

Un+1

On en déduit que pour tout entier naturel n, 0 < uy, > 1; (uy) est une suite croissante.

n
c. On vient de prouver que d'une part la suite (u,) est strictement croissante et que d’autre part
elle est majorée par 2.

Ceci démontre que la suite (u,) est convergente.
3. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par v, =lnu, —1n2.

a. Pour tout entier naturel n, par v, =Inu, —In2 donc en particulier :
up =In(up) —In2=In1-In2=-1In2
On a aussi pour tout entier naturel n, v,+1 =Inu,+; —In2, mais u,+1 = V2uy.

1 1 1
Alors: vy4+1 =Inyv2u,; —1In2 = 2 (In(u,) +1In2) —In2 = 2 (In(u,) —1n2) = 2 Un

1
On peut en conclure que la suite (v,) estla suite géométrique de raison > et de premier terme
Vo =—In2.
n
b. On déduit de ce qui précede que pour tout entier naturel n, v, = —In2 (5) .
u u
vp=In(uy) -In2 = ln(f) =v, = ?” =e'n < u, =2e"". u, en fonction de n.
1 n
c. Comme —€[0; 1], lim (—) =0et lim (v,)=0
2 n—+oo\ 2 n—+oo
On sait que lin(l) (e®) = 1, alors par composition des limites : Jlim (e’") =1 et finalement :
xX— —+00
lim (u,) =2
n—+oo

d. Lalgorithme ci-dessous permet d’ afficher en sortie la plus petite valeur de n telle que u, >

1,999.

Variables : n est un entier naturel
u est un réel

Initialisation :  Affecter a n la valeur 0
Affecter a u la valeur 1

Traitement : Tant que © < 1,999
Affecter 2 u la valeur v2u
Affecter a nlavaleur n+1

Sortie : Afficher n

Exercice 2 5 points

Candidats AYANT SUIVI I'enseignement de spécialité mathématiques
Partie A

On considére l'algorithme suivant :
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Variables : a est un entier naturel
b est un entier naturel
¢ est un entier naturel
Initialisation :  Affecter a c la valeur 0
Demander la valeur de a
Demander la valeur de b
Traitement : Tantque a>b
Affecter a clavaleur c+1
Affecter a alavaleur a— b
Fin de tant que
Sortie : Afficher ¢
Afficher a

1. En faisant tourner 'algorithme avec a = 13 et b = 4, on obtient :

Variables a b c
Initialisation 0
Entrées 13 4 0
Traitement 9 4 1
4 2
1 4 3
Sortie On affichela valeurde c¢: 3
On affiche lavaleurde a: 1

2. Dans cet algorithme, on retire le nombre b du nombre a autant de fois que 1'on peut et on fait
afficher le nombre de fois que I'on a retiré b et ce qui reste dans a; cet algorithme fournit donc le
quotient (dans c) et le reste (dans a) de la division de a par b.

Partie B

A chaque lettre de I'alphabet, on associe, grace au tableau ci-dessous, un nombre entier compris entre
0et25.

A B C D E F G H I J K L M
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12
N 0] P Q R S T U w X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

On définit un procédé de codage de la fagcon suivante :
Empe 1: Alalettre que I'on veut coder, on associe le nombre m correspondant dans le
tableau.
Etape?2: On calcule le reste de la division euclidienne de 9m + 5 par 26 et on le note p.
Etape3: Aunombre p, on associe la lettre correspondante dans le tableau.

1. Onva coder la lettre U.
Etapel: lalettre U correspond a m = 20.
Etape2: 9m+5=9x20+5=185; le reste de la division de 185 par 26 est p = 3.
Etape3: Aunombre p =3, on associe la lettre D.
Donc la lettre U se code en D.

2. On modifiel'algorithme de la partie A pour qu’a une valeur de m entrée par 'utilisateur, il affiche
la valeur de p, calculée al'aide du procédé de codage précédent :
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Variables : m est un entier naturel
p est un entier naturel
Initialisation: Demander la valeur de m
Affecter a pla valeur 9m +5
Traitement : Tant que p > 26
| Affecter a pla valeur p - 26
Fin de tant que
Sortie : Afficher p

Partie C

1. Onsaitque 9x3 =27 =1 [26]; donc pour x =3, ona 9x =1 [26].
2. 9Im+5=p[26] =27m+15=3p [26] < 27m =3p—15 [26]
Or 27 =1 [26] donc 27m = m [26]
27m=3p-15
27m = m [26]
Réciproquement :
m=3p—-15[26] < m+15=3p [26] = Im +135=27p [26]
Or 27 =1[26] donc 27p = p [26]; de plus 135 =5 x 26 + 5 donc 135 = 5 [26].
135=51[26] = 9m +135=9m +5 [26]
IM+135=9m+5 [26]
27p = p [26] = 9m+5=p [26]
9m+135 = 27p [26]
On peut donc dire que : 9m+5= p [26] < m=3p—15[26].

}:>mz3p—15 [26]

3. Pour décoder une lettre, on procedera donc ainsi :
Ftapel: Alalettre que I'on veut décoder, on associe le nombre p correspondant dans le
tableau.

Etape2: On calcule le reste de la division euclidienne de 3p — 15 par 26 et on le note m.
Etape3: Aunombre m, on associe la lettre correspondante dans le tableau.

Pour décoder la lettre B :
Ftapel: Alalettre B, on associe le nombre p = 1.
Etape2: 3p-15=-12=14 [26] donc m = 14.
Etape3 . Aunombre m = 14, on associe la lettre O.

Donc la lettre B se décode en la lettre O.
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Exercice 3 5 points
Commun a tous les candidats

Les parties A B et C peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres

Une boulangerie industrielle utilise une machine pour fabriquer des pains de campagne pesant en
moyenne 400 grammes. Pour étre vendus aux clients, ces pains doivent peser au moins 385 grammes.
Un pain dont la masse est strictement inférieure a 385 grammes est un pain non-commercialisable, un
pain dont la masse est supérieure ou égale a 385 grammes est commercialisable.

La masse d'un pain fabriqué par la machine peut étre modélisée par une variable aléatoire X suivant la
loi normale d’espérance p =400 et d’écart-type o = 11.

Les probabilités seront arrondies au millieme le plus proche
Partie A

On pourra utiliser le tableau suivant dans lequel les valeurs sont arrondies au milliéme le plus proche.

X 380 385 390 395 400 405 410 415 420
P(X < x) 0,035 0,086 0,182 0,325 0,5 0,675 0,818 0,914 0,965

1. P(390 < X <410) = P(X <410) - P(X <390) =0,818-0,182 = 0,636.

2. Un pain choisi au hasard dans la production est commercialisable si et seulement si
«X >385».
« X > 385 »est I’évéenement contraire de « X < 385 ».
On adonc p(X >385) =1-p(X <385)=1-0,086=0,914.
3. Le fabricant trouve cette probabilité p trop faible. Il décide de modifier ses méthodes de produc-
tion afin de faire varier la valeur de o sans modifier celle de p.
Soit Y la variable aléatoire de parametres =400 et o, on a:
p(X >385)=0,96 < 1-p(Y <385)=0,96 < p(Y <385)=0,04

SiY suit une loi normale de parameétres p = 400 et g, on sait que Z = suit une loi normale

1. 385-400
centrée réduite et p(Y <385) =0,04 <= P|Z < — | =0,04.
-15 15
Or P(Z <-1,751) =0,040.0nadonc: — =-1,751 < o = 1751 =38,6.
o )

Pour o = 8,6, au dixieme pres; la probabilité qu'un pain soit commercialisable est de 96%

Partie B

Les méthodes de production ont été modifiées dans le but d’obtenir 96 % de pains commercialisables.
Afin d’évaluer 'efficacité de ces modifications, on effectue un controle qualité sur un échantillon de
300 pains fabriqués.

1. Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la proportion de pains commerciali-
sables dans un échantillon de taille 300 est de la forme

/ 1-
I300 = p—l,QGP(Tp) ; p+1,96

vVpd-p)
vn
avec p = 0,96 et n = 300.
On a donc: I3y = [0,93; 0,99]
2. Parmi les 300 pains de I'échantillon, 283 sont commercialisables. Ce qui représente 94 % de la
production.

Au regard de l'intervalle de fluctuation obtenu a la question 1, on accepte que 'objectif a été
atteint.
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Partie C

Le boulanger utilise une balance électronique. Le temps de fonctionnement sans déreglement, en jours,
de cette balance électronique est une variable aléatoire T qui suit une loi exponentielle de parametre A.

1. On sait que la probabilité que la balance électronique ne se dérégle pas avant 30 jours est de
p(T > 30) =0,913.
On a par ailleurs : p(T <30) = 6%0 Ae M dx = [—e_“]zo =1-¢e 304,
On en déduit : p(T >30) =1 - p(T < 30) = e~3* et finalement :
e 301 =0,913 < -301=1n(0,913) < 1=0,003.

Dans toute la suite on prendra A = 0,003.

2. Calculons pr>go (T > 90).

pUT>60)N(T>90) _ p(T>90) _1-p(T<90) e 4
p(T > 60) p(T>60) 1-p(T<60) e607 '

Avec A = 0,003, on adonc prxeo (T > 90) = p(T > 30) =0,913.

La probabilité que la balance électronique fonctionne encore sans déreglement apres 90 jours,

sachant qu’elle a fonctionné sans déreglement 60 jours est 0,913 (loi a durée de vie sans vieillis-
sement!)

Ona Pr>60 (T >90) =

3. Le vendeur de cette balance électronique a assuré au boulanger qu’il y avait une chance sur deux
pour que la balance ne se déregle pas avant un an. Calculons la durée maximale ¢,,,x pour la-
quelle la probabilité que la balance déregle est inférieure a 0,5.

P(T < tmax) 0,5 &> = [ 1e ¥ dx < 0,5 & [-e )" < 0,5 = 1-e Mmx 0,5
1-e AMmax 0,5 e e Mmax > 0,5 <= —Atyar >In0.5
Avec A = 0,003, on trouve fax = 231. Le vendeur avait donc tort.

Exercice 4 5 points
Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur 'intervalle 10 ; +ool par

1+1In(x)
J0=—a—

et soit € la courbe représentative de la fonction f dans un repere du plan. La courbe € est donnée
ci-dessous :
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1. a. Ftudions la limite de f en 0.
On sait que lin}) In(x) = —oo donc lin}) 1+In(x) =-00.
X— X—

1
D’autre part lin}) — =+o0, alors par produit des limites, lin}) f(x)=—-00
x—0 X X—

Inx
b. Onsaitque lim — =0,
X—+o0 X
) .1 . o . Inx
D’autre part lim — =0, alors par produit des limites lim —- =0,
x—+00 X x—+00 X

1
On a aussi lir+n — =0, eten ajoutant ces deux dernieres limites, on obtient :
X—+00 X
lim =
x—*+oof(X) 0
c. lirr(l) f(x) = —oo prouve que I'axe des ordonnées est asymptote verticale .
X—

lir+n f(x) =0 que I'axe des abscisses est asymptote horizontale.a €
X—+00

2. a. Onnote f’ lafonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle 10 ; +ool.
[ est dérivable sur ]0; +ool,

L,

—xx" = (1+Inx) —x-2xlnx —-1-2Iln(x)
f,(x) = X = =

x4 '

x4 x3
1 _1
b. -1-2lnx>0 < lnx<—§ — x<e 2.

Pour tout x €]0 ; +ool, x> > 0 et f'(x) est du signe de —1 —2In(x).

c. Dresser le tableau des variations de la fonction f.
1- % 1 e

1) _ 2 _¢
Onaf(e 2)_ (e‘%)z Tel 2
1
x |0 Ve +00
f(x) + 0 -
P
fx) / \
—00 0

3. aa Ona: f(x)=0 < 1+Inx=0 < Inx=-1 < x=e!

Ce qui prouve que la courbe € coupe 'axe des abscisses en un unique point, le point de
coordonnées (e ; 0)

b. D’aprés le tableau des variations de f et sachant que f (e™!) = 0.
On en déduit que f(x) > 0 sur l'intervalle [e™! ; +oo[ et f(x) <0 sur l'intervalle |0; ™.
4. Pour tout entier n > 1, on note I, 'aire, exprimée en unités d’aires, du domaine délimité par I'axe
des abscisses, la courbe € et les droites d’équations respectives x = ! etx=n.
i e
a. Onsaitque f>O0sur]e™!; +oo[, donc I, = fe-l fodx
Sur

l . . e r: z : ’
—; 2| onaauvudesvariationsde f:0 < f(x) < > Comme I'intégration conserve I'ordre
e

et le signe, on en déduit :

n e
0<12<f -

e
—dx=
e-1 2 2

1 1
(2——) =e— — et finalement :
e 2
1
0<12<e—§.
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-2-1
On admet que la fonction F, définie sur I'intervalle 10 ; +oo[ par F(x) = —n(x),est une
X

primitive de la fonction f surl'intervalle ]0; +ool.

b. Calculons I, en fonctionde n.On a:

—2-Inx]" -2-Inn (-2-Ine™H —2-Inn
In: = — = = —(—2+1)e.
X 0 n e
Et finalement :
-2-Inn Inn 2
I, =—+e=e————
n n n

c. Etudions la limite de I,, en +oo.
. Inn . 1 . 2 .
Ona lim — =0, lim —=0et lim —=0alors lim I,=e.
n—+oo n n—+oo n n—+oo n n—-+oo

Graphiquement cela signifie que I'aire du domaine délimité par I’axe des abscisses, la courbe

. . . . 1
%€ et les droites d’équations respectives x = — et x = n tend vers e quand n tend vers +oo.
e
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