PROBABILITES CONDITIONNELLES

Exercice 01

On considere une roue partagée en 15 secteurs
angulaires numérotés de 1 a 15. Ces secteurs sont de
différentes couleurs. On fait tourner la roue qui s'arréte
sur l'un des 15 secteurs dont on note le numéro.
L'ensemble des éventualités est :

0={1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13;14;15}
1°)Déterminer la probabilité des événements :

E : « le numéro est multiple de 5 » ;

F : « le numéro n'est pas multiple de 5 » ;

G : « le numéro est pair et inférieur a 11 » ;

ENG ; EUG.

2°)Les secteurs 1 et 10 sont de couleur rouge.
Les secteurs 5 et 8 sont de couleur bleue.
Les secteurs 3 ; 7 ; 12 et 14 sont de couleur verte.
Les autres secteurs sont de couleur jaune.
La variable aléatoire X qui associe a la couleur bleue le nombre 100, a la couleur rouge le nombre 30, a
la couleur verte le nombre 10 et a la couleur jaune le nombre 0 correspond au gain du joueur en euros.
Donner la loi de probabilité de X. Calculer I'espérance mathématique de X et interpréter le résultat.

3°)Deux observateurs A et B sont un peu éloignés de la roue ; ils voient la couleur du secteur sur lequel la

roue s'arréte mais ne peuvent pas distinguer les numéros. B connait la correspondance entre les
numeéros et les couleurs des différents secteurs et indique a A sur quel numéro il doit parier.
Evaluer dans chacun des cas suivants la probabilité pour A de gagner :

o la roue s'arréte sur un secteur rouge et B dit a A de parier que le numéro est 15 ;

e |aroue s'arréte sur un secteur vert et B dit a A de parier que le numéro est 3 ;

e |aroue s'arréte sur un secteur bleu et B dit a A de parier que le numéro est 8 ;

o la roue s'arréte sur un secteur jaune et B dit a A de parier que le numéro n'est pas le 14.

Exercice 02

Les 1500 employés d'une grande entreprise se divisent en deux catégories : cadres et ouvriers.
On sait que cette entreprise emploie 40 % d'hommes et 60 % de femmes.
De plus, parmi les hommes 63 % sont cadres alors que parmi les femmes 48 % sont cadres.

1°)Compléter I'arbre ci-contre en indiquant dans chacun des
cadres le pourcentage correspondant.
L'arbre s'appelle alors un arbre pondéré.
2°)Combien y-a-t-il de femmes dans I'entreprise ?
Combien y-a-t-il de femmes cadres dans I'entreprise ? H
3°)On choisit au hasard une personne de I'entreprise. 40%
¢ Quelle est la probabilité p(F) que la personne choisie soit 0]
une femme ?
¢ Quelle est la probabilité p(F n C) que la personne choisie
soit une femme cadre ?
4°)On choisit au hasard une femme de I'entreprise.
Quelle est la probabilité que cette femme soit cadre ? C
On note cette probabilité pg(C).
(probabilité que la personne choisie soit cadre sachant que F
c'est une femme)
Montrer que p(F N C) = pg(C) x p(F) N
Exprimer pg(C) en fonction de p(F nC) et p(F) O

63% C
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Exercice 03

Un sac contient 10 jetons : six jetons rouges numérotés 1, 1, 1 , 4
quatre jetons verts numérotés 2, 2,
1°)On tire au hasard un jeton du sac.
a) Calculer les probabilités des événements suivants :
R : "tirer un jeton rouge" ; V : "tirer un jeton vert" ; 1 : "tirer un jeton portant le numéro 1"
b) Calculer p(Ru1) ; p(RN1).
2°)a) On tire au hasard un jeton, et on voit qu'il est vert.
Quelle est alors la probabilité que ce jeton porte le numéro 1 ?
On note p,/(1) la probabilité que le jeton porte le numéro 1 sachant que ce jeton est vert.

b) Déterminer pr(1) ; Pr(2) ; Pr(4) ; Pv(2) 5 Py(4).
Calculer pr(1) + pr(2) + pr(4) et py(1) + py(2) + py(4) .
c) Vérifier que pR(”:MF%L

3°)Déterminer p,(R).  Vérifier que py(R) = Qfgi;\)Z) _

,2,2
4,4,

Définition
Soit Q un ensemble muni d'une loi de probabilité p et soit A un événement de probabilité non nulle.

Pour tout événement B, on appelle probabilité de B sachant que A est réalisé  p,(B) :E(%l .
pa(B) est aussi parfois notée p(B / A).

Remarques
e Attention a ne pas confondre p(AnB) : probabilité pour que A et B soient réalisés et p,(B) : probabilite
pour que B soit réalisé sachant que A est réalisé.
e Pour la loi de probabilité p, I'événement A est un événement impossible : en effet la probabilité que A
soit réalisé sachant que A est réalisé est nulle.
PANA) _p@)_ 0 _q4
P(A)  p(A) p(A)

On a effectivement : pu(A) =

Exercice 04

Les éléves d'un lycée sont représentés dans le tableau ci-dessous :

Seconde Premiére Terminale Total
Filles 234 207 213 654
Gargons 203 185 192 580
Total 437 392 405 1234

Pour représenter les éléves de ce lycée dans une commission départementale, on décide de choisir au
hasard un éléve parmi les1234 éléves. (Les résultats seront arrondis au millieme)
On note : G I'événement : « I'éléve choisi est un gargon » ;

F I'événement : « I'éléve choisi est une fille » ;

T I'événement : « I'éléve choisi est en Terminale » ;

P I'événement : « I'éléve choisi est en Premiére » ;

S I'événement : « I'éléve choisi est en Seconde ».

o

Quelle est la probabilité que I'éléve choisi soit une fille de Terminale ?

o

Quelle est la probabilité que I'éléve choaisi soit une fille ?

1°)
2°)
3°)Quelle est la probabilité que I'éléve choisi soit un éléve de Terminale ?
4°)

On sait que I'éleve choisi est un garcon, justifier que la probabilité que ce soit un éléve de Seconde est
égale a 0,35.

5°)On sait que I'éléve choaisi est une fille, quelle est la probabilité que cet éléve soit en Terminale ?
Relier ce résultat aux résultats des questions précédentes.

6°)On sait que I'éléve choisi est un éleve de Terminale, quelle est la probabilité que ce soit une fille ?
Relier ce résultat aux résultats des questions précédentes.

7°) lllustrer cet exercice par un arbre pondéré.
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Exemple

On fait tourner une roue comportant 12 secteurs de méme taille
numérotés de 1 a 12. Les secteurs portant un numéro pair sont de
couleur jaune, les secteurs portant un numéro multiple de trois et
impair sont de couleur verte et les autres secteurs sont rouges.

Si la roue s'arréte sur un secteur de couleur verte on tire un billet
de loterie dans une urne A. Dans les autres cas, on tire un billet de
loterie dans une urne B.

Dans I'urne A un billet sur 4 est gagnant alors que dans I'urne B
seulement un billet sur 20 est gagnant.

On s'intéresse a la probabilité d'obtenir un billet gagnant.

On peut représenter la situation par
I'arbre de probabilités (ou arbre
pondéreé) ci-contre :

1
e
A
Sachant que la roue comporte deux \
3
4 P

secteurs verts et dix secteurs qui ne 1
sont pas verts, la probabilité qu'elle

s'arréte sur un secteur vert et par

conséquent que le billet soit tiré

dans I'urne A est

_2_1
PA)=15-%"

[e][é)]

La probabilité que le billet soit tiré

4
y
dans l'urne B est alors : B
&
20 =

p(B) =p(A)=2.

Sachant que la roue s'est arrétée sur un secteur vert donc que le billet est tiré dans I'urne A,

la probabilité qu'il soit gagnant est alors p,(G) :%

la probabilité qu'il soit perdant est donc p,(P) = (6)

Alw

1
4
Sachant que la roue s'est arrétée sur un secteur qui n'est pas vert et donc que le billet est tiré dans I'urne B,

1
20

la probabilité qu'il soit perdant est donc pg(P) = pB(G)

la probabilité qu'il soit gagnant est alors pg(G) =

4119
20 20

On peut remarquer que sur chacune des branches de I'arbre de niveau 1 figurent les probabilités de A et de

B, et sur chacune des branches de niveau 2 figurent des probabilités conditionnelles (sachant que A est

réalisé ou sachant que B est réalisé).

On peut calculer dans chacun des quatre cas les probabilités des intersections en utilisant la définition des
probabilités conditionnelles.

La probabilité d'obtenir un billet gagnant est alors : p(G) = p(ANG) + p(BNG) = ﬂ + %: 11—2
Celle d'obtenir un billet perdant est : p(P) = p(A~P) + p(BNP) = 8 ;Z gi . On a bien p(P) = p(E).

Reégles d'utilisation des arbres de probabilités

Les probabilités portées sur les branches de niveau supérieur a 1 sont des probabilités conditionnelles.
La somme des probabilités des différentes branches issues d'un méme noeud est égale a 1.

La probabilité d'un événement issu d'un chemin est égale au produit des probabilités figurant sur les
différentes branches de ce chemin.
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Exercice 05

C
Une situation de probabilités est représentée /
par l'arbre ci-contre. A
0,3
Compléter cet arbre et donner les probabilités suivantes : 0.1 D
pPB) ; PalC) : P(ANC) ; p(C) ; pD) ; pc(A)
C
B /
0,8 D

Exercice 06

A et C sont deux événements correspondant a une méme épreuve aléatoire.
Onsaitque: p(A)=06 ; p(C)=05 ; p(AnC)=0,18 B B
Déterminer p(A) ; pa(C) ; pPa(C) ; P(ANC) ; px(C) ; Pa(C) ; pc(A)
(On pourra s'aider d'un arbre de probabilités)

Exercice 07

On considére le jeu suivant :
On jette un premiére fois une piéce de monnaie ;

si on obtient face, on gagne 4 euros et le jeu s'arréte ;

si on obtient pile, on gagne 1 euro et le jeu se poursuit ;
on jette alors une deuxieme fois la piéce ;

si on obtient face on gagne 2 euros et le jeu s'arréte ;

si on obtient pile on gagne 1 euro et le jeu se poursuit ;
on jette alors une troisiéme et derniere fois la piece ;

si on obtient face, on gagne 2 euros ;
si on obtient pile, on gagne 1 euro ;

Représenter le jeu par un arbre pondéré. En déduire la probabilité d'avoir obtenu 4 euros a la fin du jeu.

Exercice 08

On soumet une population d'enfants a un test pour dépister la présence d'un caractére génétique A.
La probabilité qu'un enfant ayant le caractére A ait un test positif est 0,99.
La probabilité qu'un enfant n'ayant pas le caractére A ait un test négatif est 0,98.

1°)On utilise le test avec une population pour laquelle des études statistiques ont montré qu'un enfant sur
1000 était porteur du caractére A. Représenter la situation par un arbre pondéré.
Déterminer la probabilité qu'un enfant pris au hasard dans la population étudiée ait un test positif.
Déterminer la probabilité qu'un enfant ayant un test positif soit porteur du caractére A.
Donner une valeur approchée de ce résultat en pourcentage avec une décimale.

2°)On utilise le test avec une population pour laquelle des études statistiques ont montré qu'un enfant sur
100 était porteur du caractére A.

Déterminer la probabilité qu'un enfant ayant un test positif soit porteur du caractére A.
Donner une valeur approchée de ce résultat en pourcentage avec une décimale.

3°)On utilise le test avec une population pour laquelle des études statistiques ont montré qu'un enfant avait
une probabilité p d'étre porteur du caractére A.

Donner, en fonction de p, la probabilité V(p) qu'un enfant ayant un test positif soit porteur du caractere A.
V(p) est appelée valeur prédictive du test.

En utilisant une calculatrice ou un ordinateur représenter V(p) en fonction de p et commenter.
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Définition
Soit Q un ensemble et soient E; , E,, ..., E, des parties de Q.
Onditque E, , E,, ..., E, est une partition de Q si les parties E; , E,, ..., E, sont deux a deux disjointes et si
leur réunion est égale a Q.

Remarque

Lorsque E4 , E,, ..., E, est une partition de Q, tout élément de Q) appartient a une et a une seule des parties
Ei E, ..., E,.

Exemple

Dans une classe C, on peut faire une partition en considérant les deux parties F et G :

F ensemble des filles de la classe et G ensemble des gargons de la classe.

(Les deux ensembles F et G sont disjoints et leur réunion est égale C).

On peut aussi faire une partition de C par les années de naissance, ou par l'initiale du nom etc...

Propriété (Formule des probabilités totales)

Soit E; , Ey, ... , E, une partition de Q pour laquelle les événements E, , E,, ..., E, ne sont pas de

probabilité nulle.
Pour tout événement A, ona  p(A) = p(AnE4) + p(ANE,) + ... + p(AnE,)

c'est-a-dire p(A) = pE1(A) xp(Eq) + pEz(A) xp(Ep) + ... + pEn(A) xp(E,)

Exercice 09

Une étude a porté sur les véhicules d'un parc automobile.

On a constaté que :

e lorsqu'on choisit au hasard un véhicule du parc automobile la probabilité qu'il présente un défaut de
freinage est de 0,67 ;

¢ lorsqu'on choisit au hasard dans ce parc un véhicule présentant un défaut de freinage, la probabilité qu'il
présente aussi un défaut d'éclairage est de 0,48 ;

e lorsqu'on choisit au hasard dans ce parc un véhicule ne présentant pas de défaut de freinage, la
probabilité qu'il ne présente pas non plus de défaut d'éclairage est de 0,75.

1°)Représenter la situation par un arbre de probabilités et déterminer la probabilité pour qu'un véhicule
choisi au hasard présente un défaut d'éclairage. Traduire le résultat en terme de pourcentages.

2°)Déterminer la probabilité pour qu'un véhicule choisi au hasard parmi les véhicules présentant un défaut
d'éclairage présente aussi un défaut de freinage. Traduire le résultat en terme de pourcentages.

Exercice 10

Lors d'une journée "portes ouvertes" dans un commerce, on remet a chaque visiteur un ticket numéroté qui
permet de participer a une loterie. Lorsqu'un visiteur arrive, 3 cas peuvent se présenter :

e le visiteur est reconnu comme client habituel et on lui remet un ticket dont le numéro se termine par O ;

e |e visiteur est reconnu comme client occasionnel et on lui remet un ticket dont le numéro se termine par 1 ;
e le visiteur n'est pas reconnu et on lui remet un ticket dont le numéro se termine par 5.

La probabilité qu'un ticket dont le numéro se termine par 0 gagne un cadeau est de 0,5 ;

La probabilité qu'un ticket dont le numéro se termine par 1 gagne un cadeau est de 0,1 ;

La probabilité qu'un ticket dont le numéro se termine par 5 gagne un cadeau est de 0,01.

Parmi les visiteurs 15 % sont reconnus comme clients habituels et 20 % comme clients occasionnels.

On choisit un visiteur au hasard. Quelle est |la probabilité pour qu'il gagne un cadeau ?

Un visiteur a gagné un cadeau. Quelle est la probabilité qu'il ait été reconnu comme client habituel ?

Exercice 11

Une piéce de monnaie n'est pas équilibrée. La probabilité d'obtenir pile est égale a 0,55.
On jette successivement deux fois cette piece.

Traduire la situation par un arbre de probabilités.

A lissue des deux tirages successifs quelles sont les probabilités :

¢ d'avoir obtenu deux fois pile

e d'avoir obtenu deux résultats identiques

e d'avoir obtenu deux résultats différents.

TES - Probabilités conditionnelles



Exercice 12

On jette trois fois de suite une piece de monnaie équilibrée.

Déterminer la probabilité d'obtenir « trois fois "pile" », « trois fois "face" », « exactement deux fois "pile" »,
« au moins deux fois "pile" ».

Que deviennent les résultats si la piéce n'est pas équilibrée et si "pile" a une probabilité de 0,6 ?

Exercice 13

On dispose d’'un dé en forme de tétraédre régulier, possédant une face bleue, deux faces rouges et une face
verte ; on suppose le dé parfaitement équilibré.
Une partie consiste a effectuer deux lancers successifs et indépendants de ce dé. (le résultat du deuxiéme
lancer ne dépend pas du résultat du premier lancer)
A chaque lancer on note la couleur de la face cachée.
On considére les événements suivants :
e E estl'événement « a l'issue d’une partie, les deux faces notées sont vertes »,
e F estl'événement « a I'issue d'une partie, les deux faces notées sont de la méme couleur ».
1°) Calculer les probabilités des événements E et F ainsi que la probabilité de E sachant F.
2°)On effectue dix parties identiques et indépendantes. (On donnera les résultats au millieme pres)
a) Calculer la probabilité d’obtenir trois fois I'événement F au cours de ces dix parties.
b) Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux fois 'événement F au cours de ces dix parties.

Exercice 14

On étudie le mouvement aléatoire d'une puce. Cette puce se déplace sur trois cases notées A, B et C.
A l'instant 0, la puce est en A.
Pour tout entier naturel n : e si al'instant nla puce est en A, alors a l'instant (n + 1), elle est :

soit en B avec une probabilité égale a % ;

soit en C avec une probabilité égale 2 % .

¢ si al'instant nla puce est en B, alors a l'instant (n + 1), elle est :
soit en C, soit en A de fagon équiprobable.
e si al'instant n la puce est en C, alors elle y reste.

1°)Ecrire un algorithme effectuant 10000 simulations des trois premiers déplacements de la puce.
Sur ces 10000 simulations, vérifier que, environ 500 a 600 fois la puce se trouve en B au bout des trois
déplacements.
Combien de fois environ la puce se trouve-t-elle en A au bout des trois déplacements ?
Combien de fois environ la puce se trouve-t-elle en C au bout des trois déplacements ?

2°)Modifier I'algorithme précédent pour effectuer 10 000 simulations des quatre premiers déplacements.
Sur ces 10000 simulations, vérifier que, environ 250 a 300 fois la puce se trouve en A au bout des quatre
déplacements.
Combien de fois environ la puce se trouve-t-elle en B au bout des quatre déplacements ?
Combien de fois environ la puce se trouve-t-elle en C au bout des quatre déplacements ?

On note A, (respectivement B,, C,) I'événement «a l'instant n la puce est en A» (respectivement en B, en C).
On note a, (respectivement bn, c,) la probabilité de I'événement A , (respectivement B, C,).
Onadonc:ayg=1 et by=cy=0.

3°)En effectuant un arbre pondéré, justifier que a; =0 et b5 = 11_8 . Déterminer c,.
Ces résultats sont-ils conformes aux résultats du 1°) ?

4°)En complétant I'arbre pondéré de la question précédente, justifier que a, = 31_6 et 64 = 0. Déterminer c,.
Ces résultats sont-ils conformes aux résultats du 2°) ?

5°)Montrer que, pour tout entier naturel n :

Ty et b

an+bn+cn:1 ; an+1:§ n n+1:§an

6°)a) Montrer que, pour tout entier naturel n, a,,,= 5%

b) En déduire que pour tout entier naturel p, a,, = (%)p et ay,,4=0.

c) Modifier I'algorithme du 1°) pour vérifier la valeur de ag.
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