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ACTIVITE 1

Une entreprise fabrique deux types de produits notés A et B. Ces produits sont fabriqués sur trois sites de production
S1, S2 et S3.
En septembre 2016 :

— le site S1 a fabriqué 50 milliers d’articles A et 70 milliers d’articles B;
— le site S2 a fabriqué 40 milliers d’articles A et 90 milliers d’articles B;
— le site S3 a fabriqué 120 milliers d’articles B;

. . s D . 50 40 0
On représente la production du mois de septembre a 'aide de la matrice Py = ( )

70 90 120

60 50 0)

La production du mois d’octobre 2016 est donnée par la matrice Py = (70 90 120

PARTIE A

1. Déterminer la matrice T} représentant la production totale des mois de septembre et octobre pour chaque site.

2. En novembre 2016, pour faire face a la demande, la direction décide d’augmenter de 10% la production du mois
d’octobre de chaque article, dans chaque site.

Déterminer la matrice P, représentant la production de novembre 2016.

PARTIE B

1. Le colit de la main d’ceuvre est le méme pour chaque article fabriqué, mais il différe selon le site de production.
Pour S1 le cotit de la main d’ceuvre est de 25 €; pour S2, il est de 28 €; pour S3, il est de 30 €.

a) Calculer le cotit de la main d’ceuvre, en octobre 2016, pour la fabrication des articles A.
b) Représenter le cotit de la main d’ceuvre par un vecteur-colonne C.

¢) En considérant les matrices P; et C, déterminer la matrice M; représentant le cotit de la main d’ceuvre pour la
fabrication en octobre 2016 des articles A et des articles B.

2. Le prix de la matiére premiere nécessaire a la fabrication de chaque article est de 18 € pour un article A et 22 € pour
un article B.

a) Représenter le colit de la matiére premiére par un vecteur-ligne L.

b) En considérant les matrices L et P;, déterminer la matrice A; représentant le montant des achats de matiére
premiere nécessaire a la fabrication des articles en octobre 2016 pour chacun des trois sites.

PARTIE C

1. 20% des articles A et 40 % des articles B sont destinés a I'exportation.

a) Calculer le produit matriciel suivant :

0,2 04 8 60 50 0
0,8 0,6 70 90 120

b) Donner une interprétation du produit :
1
0,2 0,4X60 50 Ox1
08 06/ \70 90 120 1

2. Le prix de vente d’'un article A est de 56 € et celui d'un article B est de 62 €.

A l'aide d’un calcul matriciel, déterminer le chiffre d’affaire réalisé par cette entreprise en octobre 2016, en
supposant que toute la production a été vendue.
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| DEFINITIONS

1 MATRICE

On appelle matrice de dimension m x n (ou d’ordre m x n) un tableau de m lignes et n colonnes de nombres réels.
On note a;,; I'élément de la matrice situé a I'intersection de la i-iéme ligne et de la j-ieme colonne.

Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets

al,l e al,j e al,n al,l e al,j e al,n
A= ai,l e ai,j e ai,n OUA= ai,l e ﬂi,j e al-'n
am1 am'j am,n am1 am,j am,n
EXEMPLE
60 50 0

La matrice P = ( ) est une matrice d’ordre 2 x 3, le coefficient ay 3 de la matrice P est ap 3 = 120.

70 90 120

2 CAS PARTICULIERS

MATRICE CARREE

Une matrice ayant le méme nombre 7 de lignes et de colonnes est une matrice carrée d’ordre 7.

EXEMPLE
-12 V2 1
La matrice M = 0 -1 0] estune matrice carrée de dimension 3.
3 2 1

VECTEUR LIGNE

Une matrice formée d'une seule ligne et de n colonnes est une matrice ligne ou vecteur ligne.

EXEMPLE

La matrice A= (60 50 0) est une matrice ligne de dimension 1 x 3.

VECTEUR COLONNE

Une matrice formée de m lignes et d'une seule colonne est une matrice colonne ou vecteur colonne.

EXEMPLE
25

La matrice C = | 28 | est une matrice colonne de dimension 3 x 1.
30

3 EGALITE DE DEUX MATRICES

Deux matrices A et B sont égales si, et seulement si, elles ont méme dimension et que tous leurs éléments situés a
la méme place sont égaux.

EXEMPLE

. . 5 2-a -3 5 1
DlrequelesmatrlcesA—(_1 3 O)etB—(_l 3 bh4o

2—a=1 a=1
—
{b+2=0 {b:—z
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Il MATRICES ET OPERATIONS

1 TRANSPOSEE D’UNE MATRICE

La transposée ‘A (aussi notée A”) d’'une matrice A de dimension m x n est la matrice de dimension n x m obtenue
en échangeant les lignes et les colonnes de A.

EXEMPLE
60 50 0 60 70

La transposée de la matrice P = de dimension 2 x 3 est la matrice ‘P =[50 90 | de dimension 3 x 2.
70 90 120 0 120

2 ADDITION DE MATRICES

La somme de deux matrices A et B de méme dimension est la matrice notée A+ B obtenue en ajoutant les éléments
de A et ceux de B situés a la méme place.

Si A=(ajj)i<i<m et B = (bj j)1<i<m sont deux matrices d’ordre m x n alors
1<js<n 1<js<n

A+B=(aij+Dbij)<i<m
1<js<n

EXEMPLE

50 40 0] ., _(60 50 0
70 90 120/ 717 |70 90 120/

Soient les matrices Py = (

P0+P1 =

50+60 40+50 0+0)

110 90 0
70+70 90+90 120+120

140 180 240

PROPRIETES

Si A, B et C sont des matrices de méme dimension alors :

— A+B=B+A.
— A+(B+C)=(A+B)+C

3 MULTIPLICATION PAR UN REEL

Le produit d'une matrice A par un réel k est la matrice kA obtenue en multipliant chaque élément de A par le réel
k.
Si A=(a; j)lsism est une matrice d’ordre m x n alors pour tout réel k

1<js<n
kA= (kaij)i<ism
1<sjsn
EXEMPLE
. 60 50 0
SIP—(70 90 120) alors :
L1xP= 1,1x60 1,1x50 1,L1x0) (66 55 0
’ “{1,1x70 1,1x90 1,1x120/ |77 99 132
PROPRIETE

Soient A et B deux matrices de méme dimension et k unréelon a:

k(A+B)=kA+ kB
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4 PRODUIT DE MATRICES

MULTIPLICATION D’UNE MATRICE LIGNE PAR UNE MATRICE COLONNE

TeES 4

/Soient A une matrice ligne de dimension 1 x n et B une matrice colonne de dimension 7 x 1.

Le produit A x B de ces deux matrices est :
by
(e - ai - ap)x|bi|=(a1xby+--+a;xbj+-+ayxby)
by,

\Ee produit A x B de ces deux matrices est la matrice de dimension 1 x 1 qui n’a qu'un seul élément.

EXEMPLE
25

(60 50 0)x|28]=(60x25+50x28+0x30) = (2900)
30

PRODUIT DE DEUX MATRICES

Si A= (a;)

1<
1<sksn 1sjsp

n
produitC=AxB=|)_ a;x by est une matrice de dimension m x p.
k=1 1<ism
1<js<p

matrice constituée de la j-iéme colonne de la matrice B(1<sismetl<j<p).

i<m €st une matrice de dimension m x n et si B = (Iok, j)lsksn est une matrice de dimension 7z x p, le

Chaque élément c;,; de la matrice C est le produit de la matrice constituée de la i-ieme ligne de la matrice A par la

En pratique, il est commode de disposer les deux matrices de la facon suivante pour effectuer le produit :

B : nlignes p colonnes

S
=

Cl,j Cl,p

o
<

am,l am,k am,n Cm,l Cm,j Cm,p
A: mlignes n colonnes C = Ax B:mlignes p colonnes

EXEMPLE

0,2 04 B= 60 50 0
0,8 0,6 “{70 90 120

Soient les deux matrices A = (

La matrice A est d’ordre 2 x 2 et la matrice B est d’ordre 2 x 3. Le produit C = A x B est une matrice d’ordre 2 x 3 :
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) 214 . Y s . 60

— Lélément ¢, de la matrice C s'obtient en effectuant le produit [0,2  0,4] x 20l = [0,2x60+0,4 x70]
) 212 . s . . 50

— Lélément c;,» de la matrice C s’obtient en effectuant le produit [0,2 0,4] X 90| = [0,2 x50+ 0,4 x 90]

— Lélément c; 3 de la matrice C s’obtient en effectuant le produit [0,2 0,4] x 128] = [0,2 x0+0,4 x 120]
) 214 . ) . . 60

— Lélément ¢, de la matrice C s'obtient en effectuant le produit [0,8  0,6] x 20| = [0,8x60+0,6 x70]
.y . e . 50

— Lélément c,» de la matrice C s’obtient en effectuant le produit [0,8 0,6] X 90| = [0,8 x50+ 0,6 x 90]

0

— Lélément ¢, 3 de la matrice C s'obtient en effectuant le produit [0,8  0,6] x ] =[0,8x0+0,6x120]

120

Soit en définitive :
C= (0,2 0,4) (60 50 0) _ (40 46 48)

0,8 0,6 “170 90 120/ 790 94 72

REMARQUE

Si le nombre de colonnes de la matrice B est différent du nombre de lignes de la matrice A, le produit B x A n’est pas
défini!

5 PROPRIETES

Soient A, B et C trois matrices telles que les sommes et les produits ci-dessous sont définis :
— Ax(BxC)=(AxB)xC.

— Ax(B+C)=AxB+AxC.

— (A+B)xC=AxC+BxC.

REMARQUES

— | Engénéral A x B # B x Ail faut faire attention a I'ordre dans lequel on effectue les calculs.

EXEMPLE
32 Ly o 10 0 1 -2 gy [3 72 -1 =2
Y Y L et AP Y S S 1 o (P
-1 -1 0 -1 1 -1 -1
—‘ A x C =B x C ne signifie pas que A= B.
EXEMPLE
-3 -2 1 -3 0 -1 2 3 —a [} 3 0 -1
2 4 -7 B S 1 3 -6/ 1= o
1 -2 1 -2

— ‘ A x B =0 ne signifie pas que A=0ou B =0.

EXEMPLE

(_4 z 2)x 3 -2 -3
5 -6 -5/ \0

Il
(=)
o O O
oS O O
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11l MATRICES CARREES

1 MATRICE IDENTITE

MATRICE DIAGONALE

Une matrice carrée dont tous les coefficients sont nuls, sauf éventuellement les coefficients de la diagonale, est
appelée matrice diagonale.

EXEMPLES
1 0 0 0 0 1

Lamatrice A=|0 -5 0] estune matrice diagonale. La matrice B=|0 -5 0 [ n’est pasune matrice diagonale.
0 0 O 1 0 O

DEFINITION

La matrice diagonale d’ordre n dont tous les coefficients sur la diagonale sont égaux a 1 est appelée matrice identité
d’ordre 7, on la note I,,.

EXEMPLES
1 0 0O
1 0 0
1 0 01 0 O
12‘(0 1) 13‘8 (1) (1) L=19 0 1 o0
0 0 0 1
PROPRIETE

‘ Soit A une matrice carrée d’ordre n alors A x I, = I, x A= A, ou I, est la matrice identité d’ordre n.

EXEMPLE
1 -2 5\(1 0 O 1 -2 5 1 0 0\(1 -2 5 1 -2 5
1 0 3J1{0 1 0]=|1 0 3let|0O 1 O0f]1 0 3|1=]|1 0 3
1 -3 2J\0 0 1 1 -3 2 0 0 1J\1 -3 2 1 -3 2

2 PUISSANCES D’UNE MATRICE CARRE

Soit A une matrice carré d’ordre n et p un entier supérieur ou égal a 1.
La puissance p-ieme de la matrice A estla matrice carrée d’ordre n obtenue en effectuant le produit de p matrices

égales a A.
AP=AxAx---x A
—_—

p fois
Par convention A® = I,,.
EXEMPLE
-3 1 2
SoitA=|-5 1 4
1 -1 2
-3 1 2 -3 1 2 6 -4 2
A>=AxA=|-5 1 4|x|-5 4]={14 -8 2
1 -1 2 1 -1 2 4 -2 2
6 -4 2 -3 1 2 4 00
AB=AxA=[14 -8 2|x|-5 4l={o0 4 o
4 -2 2 1 -1 2 0 0 4
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3 INVERSE D’UNE MATRICE CARREE

DEFINITION

Une matrice carrée A d’ordre n est inversible, s’il existe une matrice carrée B d’ordre n telle que Ax B=B x A= Iy,
ou I, est la matrice identité d’ordre n.
La matrice inverse de A si elle existe, est unique et est notée Al

EXEMPLE

La matrice A= (_g _i) est elle inversible ?

4 =2 b 1 0
Calculons a, b, c et d tel que (_ 3 1) (z d) = (0 1). a, b, ¢ et d sont les solutions éventuelles du systéme :
1 1
4a-2c=1 2a—c=— “Z_E
2
4b-2d =0 _ — b=-1
— 3a+c=0 — 3
—3a+c=0 2b—d=0 c=-3
—3b+d=1 —3b+d=1 d=—2
1
|
. . 4 -2 . . 2
Linverse de la matrice A = _3 1 est la matrice A™" = 3
-2 2
2

4 APPLICATION AUX SYSTEMES LINEAIRES

/ a1,1x1+a1,2x2+---+a1'nxn=b1 \

ax1 X1 +ap2Xp +--+ a2 nXp = bg

Un systeme linéaire a n équations et n inconnues :

ap1X1+ ap2X2 + -+ annXn = by

ay o @n X1
peut s’écrire sous la forme matricielle AX =Bou A=| : . . | estune matrice carrée d’ordre n, X =
an,1 *** Qpn Xn
b
et B=| : | sont des matrices colonnes de dimension n x 1.
by
Qla matrice A est inversible, alors le systtme admet une unique solution donnée par X = A'B. /
EXEMPLE
x—-3y+z=6
Soit le systeme { 2x—y+3z=-2
—4x+3y—-6z=1
1 -3 1 X 6
Posons A=| 2 -1 3, X=|yletB=|-2
-4 3 -6 z 1
Alors le systeme peut s’écrire sous la forme matricielle AX = B
3 15 8
La matrice A est inversibleet A~' = 0 2 1 | on en déduit que
-2 -9 -5

AX=B < A'AX=A"'B<< X=A"'B

Soit
X 3 15 8 6 —4
yl=| 0 2 1| x|-2|=]-3
z -2 -9 -5 1 1

On obtient ainsi, 'unique solution du systéme x = —4; y=-3etz=1.
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5 COMPLEMENTS (hors programme)
RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES A L' AIDE DE LA MATRICE AUGMENTEE

La méthode de base pour résoudre un systéme d’équations linéaires est de remplacer le systéme par un autre, plus
simple, ayant le méme ensemble de solutions.
Ceci se fait par une succession d’opérations, appelées opérations élémentaires :

— multiplier une équation par un réel non nul;
— permuter deux équations;
— ajouter un multiple d’'une équation a une autre équation.
ajjxytaypXxy+---+aypXpy = b1

. . o . . Ap X1+ App X+ + Ay nXn = by
Soit un systéme linéaire a n équations et 7 inconnues :

ap1X1+ ap2Xo+ -+ aynXxn=by

m) a2 - An by
. ) .. N ) a1 Gz - G2n b,

La matrice augmentée associée au systeme est la matrice (A|B) =
ap,1 Qan2 -+ Qpn bn

N

Les opérations élémentaires appliquées a un systeme d’équations linéaires correspondent a des opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée. Ces opérations sont les suivantes :

— multiplier une ligne par un réel non nul;
— permuter deux lignes;

— ajouter un multiple d’une ligne a une autre ligne.

EXEMPLE
x-3y+z=6
Utilisons les opérations élémentaires pour résoudre le systéme { 2x— y+3z = -2

—4x+3y—-6z=1
La matrice augmentée associée au systeme est la matrice

1 -3 1 6
2 -1 3 -2
-4 3 -6 1

1. Obtenir 0 a la place du terme a,; par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 2 et la ligne 1.
Obtenir 0 a la place du terme as3,; par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 3 et la ligne 1.

1 % * | % 1 -3 1 6
0 * * * L2 — L2 - 2L1 0 5 1 -14
0 =* x| = Ly —L3+4L, 0 -9 -2 25

1 -3 1 6
L 1 1 14
0 1 =*|= Ly — =L 0 1 = S
0+ x| 5 5 5
0 -9 -2 25

3. Obtenir 0 a la place du terme a;,2 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 1 et la ligne 2.
Obtenir 0 a la place du terme as» par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 3 et la ligne 2.

L Ly +3L 1 0 8 12
1 L1 2 - i
1 0 = 5 15
1 4

0 1 = 0 1 il ==
0 0 x| x 5 5
L L3 +9L 0 0 1 1

3 3 2 5 5
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4. Obtenir 1 ala place du terme a3 3

8 12
1 0 - | -=

1 0 * 5 5
0 1 = | = 0 1 l _E
0 0 1] = 5 5
Ly—==5L3 g o 1 1

5. Obtenir 0 ala place du terme a; 3 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 1 et la ligne 3.
Obtenir 0 a la place du terme a3 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 2 et la ligne 3.

8
- 1 00 -4
1 0 0] = Ly 5L3
0 1 0] = 1 01 0 -3
0 0 1= L 5L3

Cette matrice augmentée correspond au systéme

x=-4
y=-3
=

On obtient 'unique solution du systeme x = —4; y=-3etz=1.

DETERMINER L'INVERSE D’UNE MATRICE

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Pour déterminer I'inverse, si elle existe, de la matrice A on applique la méthode
précédente a la matrice augmentée (A|I},).

Si la matrice A est inversible, a 'aide des opérations élémentaires on transforme la matrice augmentée (A|I,) pour
obtenir la matrice (I,/A™!)

EXEMPLE
0 -1 3
Soit la matrice A= | -2 1 -6|.Lamatrice augmentée est la matrice
-3 1 -8
0 -1 3 1 0 0
-2 1 -6 01 0
-3 1 -8 0 01

1. Permuter, s'il le faut, la premiére ligne avec une autre, pour que 1'élément de la premiére ligne et de la premiere
colonne soit non nul.

Li <Ly -2 1 -6 01 0
L, — L, 0 -1 3 1 0 0
-3 1 -8 0 0 1
2. Obtenir 1 ala place du terme ay;
1 1 1
L ——-=L 0 —— 0
2 2 2
0 -1 1 0 0
-3 1 -8 0 01

L3 —L3+31, 0 -
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4. Obtenir 1 ala place du terme ay»

1 1
1 —= 3 0 —=— 0
2 2
Ly —-L, 0 1 -3 -1 0 0
1 3
0 —= 1 0 ——- 1
2 2

. Obtenir 0 a la place du terme a; » par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 1 et la ligne 2.
Obtenir 0 a la place du terme a3 2 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 3 et la ligne 2.

1 3 1 1
Li—Li+-L, [1 0 = | —= -= 0
2 2 2 2
01 -3 -1 0 0
L L3+ lL 0 0 L L 3 1
ST 2 2 2
. Obtenir 1 ala place du terme a3 3
3 1 1
10 = | -= -= 0
2 2 2
0 1 -3 -1 0 0
Ly — 213 0 0 1 1 3 -2

. Obtenir 0 a la place du terme a; 3 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 1 et la ligne 3.
Obtenir 0 a la place du terme ay 3 par une combinaison linéaire utilisant uniquement la ligne 2 et la ligne 3.

3
L1<—L1—§L3 1 0 0 -2 -5 3
Ly —1Ly+3L3 0 1 0 2 9 -6
0 0 1 1 3 -2
-2 =5 3
Ainsi, la matrice A est inversibleet A"l =] 2 9 -6].
1 3 -2
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