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Correction covtréle de MA‘U’\&MA‘C;%JQS
D vendredi 02 fevrier 2018

EXERcICE 1
ROC (4 points)
1) a) Théoréme de Gauss : « Soit trois entiers relatifs nonapblsc. Sia divise le produitoc et

si a est premier aveb alorsa divisec. »

Corollaire : « Sib et c divisenta et sib est premier avec alors le produibc divisea ».

b) aest premier aveb, donc d’aprés le théoréme de Bézout, il existe un couple d’entier relatif
(uv)telque: au+bv=1 (1).
On multiplie cette égalité (1) par: acu+ bcv =c¢ (2).
Or adivisebc donc il existe un entier relatk tel que bc = ka.
En remplacant dans 'égalité (2), onaacu+ kav=c < a(cu+kv) =c.
On en déduit alors quaedivisec.

2) Application: 2h-5b=0 < 2la=5b (E).
5 divise 24, or pgcd(521) = 1, donc d’apres le théoréme de Gauss, 5 digise
Il existe un entier relatik tel que : a = 5k.
En remplacant dans (E), on obtient: 285 5b < b= 21k
S a = 5k
L'ensemble des couples qui vérifient (E) sont de la for %:_ PR keZ
EXERCICE 2
Applications du cours (4 points)
1) On ales divisions successives :
1505= 903x 1 + 602
903=602x 1+ 301 = pgcd(1505903)= 301.
602=301x 2
2) 5a-14=514+3)-14(N+1)=70n+15-70n-14=1.
Il existe donc une combinaison linéaire deet deb égale a 1, donc d’'aprés le théoréme de
Bézout, les entiera etb sont premiers entre eux.
3) Faux, l'identité de Bézout n'est qu’une implication.
Contre exemple : & 1+ 5x (-1) = 3, donc il existe une combinaison linéaire de 8 et de 5
égale a 3 bien que pgcd® = 1.
4) On ales divisions successives :

51=9x5+6
9=6x1+3 = pgcd(519)=3.
6=3x2

D’apres le corollaire du théoréme de Bézout, une équation de la fameby = ¢ admet des
solutions entiéres si, et seulementsst un multiple de pgcd(b). Or 2 n’est pas un multiple
de 3 donc I'équation 54+ 9y = 2 n’admet pas de solutions entiéres.
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ExErcicE 3
Equation diophantienne (5 points)
1) a) 25et 7 sont premiers entre eux donc 210 est un multiple de pgcd@beh déduit d’aprés

le corollaire du théoréeme de Bézout, que I'équationx 25y = 210 admet des solutions
entieres.

b) (2 -7) est une solution particuliére de (E') car 22 + 7(-7) = 50— 49 = 1.
En multipliant ce couple par 210, on trouve (42Q@470) qui est solution de (E).

, , 25x+ 7y = 210
2) Soit (x,y) une solution quelconque de (E) : on a alorg ; .
25(420)+ 7(-1470)= 210
En soustrayant termes a termes, on trouve :
25(x —420)+ 7(y+ 1470)=0 & 25(x-420)=7(-y-1470) (&).

7 divise 25k —450), or pgcd(257) = 1, donc d’aprés le théoréme de Gauss, 7 diwse420).
Il existe un entier relatik tel que : x—420= 7k.
En remplacant dans ([ on obtient : —y — 1470= 25k.

) X =420+ 7k
L'ensemble des couples solution de (E) sont de la formie :
y = —1470- 25k

3) Soitx ety le nombre respectifs d’adultes et d’enfants. On a alors x 28y = 210.

Sachant que& ety sont strictement positifs et de la forme de la question 2), on a:

420+ 7k > 0 7k > —420 k> -60
204 & -59<k<-59
—1470- 25 > 0 _25k > 1470 k<-="(=588)

X=420-7%x59=7

On en déduit quek = —-59 et que
y=-1470+ 25x59=5

Il'y a donc 7 adultes et 5 enfants dans le groupe.

ExErcick 4

Suite géométrique (4 points)

1) Sia, b, ¢, d, esont en progression géométrique de raigoalors

4

b=ga, c=c¢’a, d=qg’a, e=q‘a

6a’=e-b © 6a=aq*-aq © 6a=aq(®-1) & 6a=q(®-1).
2) qdivise @, or pgcd(, a) = 1 donc, d’apres le théoréme de Gaugdivise 6.
Commeq > 1 les valeurs possibles pogisont 2,3 et 6.

e =2 alors &=2(8-1) & 6a= 14 impossible.
e q=3 alors &=3(27-1) & 6a=78 & a=13 premieravec 3.
e (=6 alors &=6(216-1) < a=215 premier avec 6.

Les valeurs possibles pogrsont donc 3 et 6.

3) Lesvaleursde, b, c,detesont:
13,39,117,351 et 1053 ou 215,1 290, 7 740, 46 440 et 278 640.
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EXERCICE 5
Systéme (3 points)

1) Sinest solution de (S) alors{n =10 {n -11=-100 = {n ~11=00

n=3(4) n—-11=-8(4) n—-11=0(4)
n— 11 est donc divisible par 4 et 5.

2) 4 et5divisentif—11) et pgcd(45) = 1, d'aprés le corollaire du théoréme de Gauss54 20
divise (h— 11).

Les solutions sontde laformen =11+ 20k, ke Z.
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