CHAPITRE 4 : LES MATRICES 19ma1 2017

Correction convtréle de MAtkéMAtiﬁ)es
Do _jevdi Il mai 2017

Exercice 1

On considére I'équation suivante d’inconnuasty entiers relatifs, (E): ¥—3y = 1.

1) On trouve I'algorithme complété suivant : on trouve les couptes; £5), (1; 2); (4;9)

Variables : X, Y nombres entiers
Traitement
pour X variant de-5 a 10faire
pour Y variant de-5 a 10faire
si 7X —3Y = 1 alors
| AfficherX etY
fin

fin
fin

2) a) (1;2) estune solution particuliere de (E) car: HB(2)=7-6=1
b) Soit (x, y) une solution de (E) , comme (1; 2) est aussi une solution de (E) :
7x-3y=1 } en soustrayant termes a termes
7(1)-3(2)=1] 7x-1)-3(y-2)
On obtient alors I'équation (E) : &(- 1) = 3(y - 2).

3 divise 7k — 1), comme pgcd(B) = 1, d’'aprés le théoréme de Gauss, 3 divise ().
Onaalors: x—-1=3k, keZ
En remplacgant dans (E’), on trouvey — 2 = 7k.

] x=1+3k
Les couples solution( y) sont de la forme : , keZz
y=2+7K
c) Onencadreety:
-5<x<10 -5<y<10
-5<1+3k<10 -5<2+7k< 10
—-6<3k<9 —-7<7k< 8
-2<k<3 -1<k<1

Les valeurs acceptables pdusont : -1, 0 et 1.
On obtient alors les solutions : -2 ;-5), (1; 2), (4; 9)

Partie B
13
> 3| (%n —7Xn +3Yn
1) a) MXn = = = Xn+1.
35 35
5 8] \Wh —7Xn + 8yn
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b) De proche en proche ona¥ne N, X,=M"Xq

13 39
7 -3 ) 3l(-2 -3 7 -3)\/13-15 7—21
2) a) PIMP = ] a5 }:[ ] Lo
= 25 8> 7 5 2lss-40 =7 -56
3 21 21
_ 7 —3] -2 -5 ) -14+15 -—+ =
5 2|l _7 ~ 15 14
5 -3 10-10 —-3
10
= 0 1- =D
2
1 0
b) On obtientalors ¥ne N, D" = 1
O =

c) De D =P IMP, en multipliant & gauche p&ret a droite paP~1, on obtient :
PDP!=P(PDPPL=IM =M

Montrons par récurrence que, pour tout entier naturé¥l" = PD"P1,

Initialisation: n=0. PD°P~ =PIP~1 = PP =] =MP9 Laproposition est initialisée.
Hérédité : Soitn € N, on suppose qué" = PD"P~1, montrons queM™! = pD™1p-1,
De HR M" = PD"P~1 et M = PDP!, en multipliant & gauche paf, on obtient :

M™1 = MM" = MPD"P! = (PDPY)(PD"P1) = PDID"P! = PDD"P! = PD™!pP!

La proposition est héréditaire.

Conclusion : Par initialisation et hérédité ¥ne N, M" = pPD"P-1

1
-14+ 2—? 6 - 2%
3) On admet que, pour tout entier natunglM" = .
35 14
-35+ ? 15— ?
-14+ 15 6 — il 1
2n 2n
X =M™Xo = 35 14 [J
2
-35+ % 15— %
On obtient alors :
15 12 3
Xn:—14+?+12—?:—2+§
35 28 7
yn:—35+%+30—% :—5+?
4) Veérifions que les coordonnées du pointverifient I'équation de la droit&.
21 21
7xn—3yn—1=—14+%+15—%—1=0

Donc YVneN, Ahe 9
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ExERrcice 2

Facultatif (bonus)

1) aynPf=N-1 (N)
On éléve au carré (compatibilité avec la puissance), on obtient alors :
M?=(N-12 (N) & n*=N2-2N+1 (N)
Comme N2-2N=N(N-2)=0 (N), ona nxn®=1 (N)

b) Onveut % =1 (26) dea)enprenami=5, onobtient 5=25=26-1 (26) donc
5x5%=1 (26) © 5x125=1 (26). On peut donc prendré; = 125.

125= 21 (26), d'ou le choix de I'énoncé.
1\ (4 1\(4 1)_(24 6) (16+3 4+2
2] \3 2J\3 2/ 18 1 12+6 3+4

_ (24 6) (19 (5 0 _ 5
~\18 1 18 ~\0 5/
b) Ona: & - A2 =5]
1
o i 1
e On factorise a gauche par: A(6l — A) =5l ><:5A><§(6I—A)=I

N

2) a) eA—AZ:G(

w

1
. 1
e On factorise a droite pak : (61 — A)A =5l 2 §(6I -AA =1

1 6, 1
-1_ = _ 21 _z=
On pose A™" = 5(6I A) 5I 5A

A est bien inversible carAA™1 = A71A = |
1 0 4 1 6-4 0-1 2 -1
-1 _ _ — — = = =
€) SAT=6l-A 6(0 1) (3 2) (0—3 6—2) (—3 4) B.
d) AX =Y, on multiplie & gauche par A1, on obtient :

1 _1y, BA'=B
S5AT"AX =5A"Y & SIX =BY & 5X =BY
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