Lycée Municipal d’Adultes de la ville de Paris Mardi 25 février 2014

BACCALAUREAT BLANC
DE MATHEMATIQUES

— SERIE S -

Durée de I'épreuve : 4 HEURES
Les calculatrices sont AUTORISEES

OBLIGATOIRE ET SPE

Le candidat doit traiter trois exercices plus un exercice suivant siedipé La
clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront peur un
part importante dans I'appréciation des copies.

Sur I'en-téte de votre copie, précisez clairement et distinctement :
» le nom de I'épreuve : épreuve de mathématiques.
» Votre spécialité: mathématique, physique ou SVT.
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Exercice 1 (5 points)

1) a) En faisant fonctionner le programme, on trouvels ~ 1,834 0. La valeur exacte vaut :

us = \/2\/27\/5

b) Cet algorithme permet de caluler une valeur approchée du tgymetant donné.

c) D’apres le tableau, on peut conjecturer que la suitpdst décroissante et converge vers 2
(U20 = 1,999 9)
2) a) Soit la proposition P: pour tout entier natured, 0 < u, < 2.

Démontrons que la propostion est vraie par récurrence.

e Initialisation : pourn = 0, on aug = 1 donc 0< ug < 2. La proposition RPest vraie.

e Hérédité : On suppose que € u, <2 montrons alors que € un;1 < 2. On rappelle
gue la fonction racine est croissante Byr

O<Un<2 =4 0<2Un<4 =4 \/6< \[2Un<\/z =4 O<Un+1<2

La propostion R est héréditaire.
e Conclusion : Par initialisation et hérédité la proposition Bst vraie pour tout entier
natureln.

i V2u 2u 2
b) On calcule le rapport de deux termes consécutil — I Y B
Un Un us Un

Commeuy, est strictement positif et, < 2, comme la fonction inverse est décroissante, on

a les équivalences suivantes :
2 2
e —21 e —2>1
Un Un

Comme les termes;, sont strictement positifs et le rapport de deux termes consécutifs est
supérieur ou égal a 1, la suita,} est croissante.

c) La suite (1h) est croissante et majorée par 2, elle est donc convergente vers une kafite

<
S
N
N
)

|
Y

NY

3) a) Montrons que la suiter() est géomérique :
1 1 1 1 1
Vni1 = INUp1=IN2 = In v/2u=In2 = > In2uy—In2 = > In 2+§ Inup—In2 = > (Inuh-1In2) = Evn

Y/ 1 . . e .
Onadonc: Vn e N, \”/” =3 la suite {,) est donc une suite géométrique de raison
n

1 .
9=3 et de premiertermevp =In1-In2=-In2

1\" .
b) Onaalors:vy=Vvq" = —-1In 2(5) , onen déduit alors :

1\n
Nup=INVa +IN2 & Uy =enin2 = 2gh = 2emn2(3)

o (1\" 1 :

c) nlrpw(é) =0 car -1< > < 1 de plus nlr(?e” =1

donc par produit et compositiorr11 lino, = 2. La suite (1) converge donc vers 2.
—+00

d) On fait une boucle avec un "tant que", on incrémenéechaque boucle puis oiffizhe le
résultat. On trouve alorsn = 11. La suite converge rapidement vers 2.
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Variables : n entier,u réel
Entrées et initialisation
0—-n
1-u
Traitement
tant que u < 1,999
faire
V2u—u
n+1l-n
fin
Sorties: Affichern

EXERCICE 2 (3 points)
1) f estdérivable suR car composition de fonctions dérivables BurOn a alors :
f/(x) = €2* + (X + 2) X %e%x = %e%X(z +X+2)= %(x+ 4)e?
1 "
lim =X = +o0 Par composition
2) a)ona: limx+2=+c0 et Xx>+=2 1
X—+00 lim e = +oo lim e2* = +
X—+00 X=+0e0
Par produit, on a L Emf(x) = 400
1
b) Ona: f(x)=(x+ 2)e%x = xe2X + 2e2* = Z(EX) 2% 4 2e3X
1
On poseX = QX' donc x —» —o alors X — —co donc:
1 .
Jim Exe%x lim Xe*=0 et Jim 203X = I|m 2¢X=0
Par produit et somme on a: _I|rri(x) =0
3) f/(X)=0 & x+4=0 & x=-4 car YXeR, e*>0
De méme le signe d&'(x) est le signe de X+ 4) car YX€R, e7X> 0
On obtient alors le tableau de variation suivant :
X —00 -4 +o00
f/(X) - 0 +
0 +00
() ~
—2e72
ExErcice 3 (7 points)

D a X“_[g I1+Inx=- Par quotient
) im 2 = 0 fim () = oo
x—0 x=0
In x 1 1 Inx
b) Ona: Im —=0 or f(X)=—S+_x—
X—+00 X X X X
1 1
im — = lim — =0 parsomme et prodwt Ilmf(x) =

X—+00 X2 X—+00 X
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c) Les axes de coordonnées sont alors asymptotes a la céurbe
2) a) f est dérivable sur J0:oo[ car somme et quotient de fonction dérivable sur&i[, on a :

1
_XX ~2X(1+1Inx) x—2x(1+|nx) _X(1-2-2Inx) -1-2Inx
x4 x4 B x4 3

f/(x) = X

1
b) Ona: -1-2Inhx>0 & Inx<—§ & Inx<Ines

. . 1
Comme la fonction In est croissante &ur, ana: X < e o x< 7e
Commex > 0, le signe de’(x) est celui de—1 - 21Inx, on aalors:
. 1 . 1
Si xX<—, f/(X)>0 etsi x>—, f(X)<O0
. Ve () Ve (x)
¢) On obtient le tableau de variation suivant :
x | 0 L 1\ 173
— +o0
- () ap
£(%) 6 - (%)
e
€
f(x) / 2
N \ O

3) a) Résolvons I'équatioh(x) = 0, commex > 0,0na:

_ 1
1+Inx=0 & Inx=-1 o Inx=lne! o x=¢ =

R . . . . (1
Donc% posséde un unique point d’intersection A avec I'axe des abscn(s,éaso}.

b) D’apres le tableau de variation, on a :
. . 1
e Si X<é f(x) <0, etS|x>é, f(x) >0

4) a) D’apres le tableau de variation{x

NI @D

1
_.2 \f X
o } 0<f(x) <

D’aprés I'inégalité de la moyenne, on a :

ff(x)dx (2——) =3 0<I2<e—%

b) Comme on connait I'expression de la primitive, on a :

1
n n 2+1In=
'”:ﬁ f(x)dx:[F(x)] =F(n)—F(%)=_2_n'””+ —e

e
—-2-Inn Inn 2
=————t+e=e¢e

. Inn 2 .
¢) Ona: Ilm-—= Ilim —==0, par somme I|mIn =e
n—+oo n n—+co0 N +00

Graphiquement, cela signifie que l'aire du domaine délimité par I'axe des sescis
. . : . 1

courbe? et les droites d’équations respectives= — et x = n tend verse quandn tend

vers+oo. La fonction f étant positive sur cet intervalle.
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Exercice 4 (5 points)

Pour les candidats n’ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

1) Pour déterminer les points invariants, in faut résoudfe- z avec z # -1

z-1

-7 o z2-1=7+7z & Z2=-1 & z=iouz=-i
z+1

Il existe deux points invariants Gt D(-i).

2) a) OnaavecZ # -1:

z:% o Z@l)=z1 o Z@l)(@l)=-2 o @)Z-1)=-2

b) Si on traduit cette relation avec les modules et les arguments, en remaoue
Z-1=7Z-2z5 et z+1=2z- 273, onobtient:

(Z-Dz+1)=1-21 o [Z-1xjz+1=2 o AM xBM=2
arg[(Z - 1)z+ 1) = arg(-2) o arg —-1)+arge+1)=n < (U;W)+(U;W))=n

3) SiM appartient au cercle de centre B et de rayon 2 alordvB= 2.

. 2
D’aprés la relation du 2b), on a alors :MX = BM = 1.

Donc M’ appartient au cercle” de centre A et de rayon 1.

4) a)p+1l=-1+iv3 donc |[p+1=V1i+3=2 et:
0:2—; donc p+1=2d%

b) Ona: |[p+1l=|p-z|=2 & BP=2
Donc P appartient au cerclé de centre B et de rayon 2.

. L, . —_—
c) A, P, Q sont alignés dans cet ordre si, et seulemer(tAa?’ ,AQ ) =0

Dapréesle2a),ona: f -1(p+1)=-2 o p-1= ;,Zzﬂ _ g%
2¢ 3
ona: q_1:—5—1=—(ﬁ+1)=—(p+_1)=—2e‘i2?"
— _ o &
donc (AP’ E) = arg(—g, 11) = arg( 2ei2”3]= arg(2)=0
_ %

Les point A, P’ et Q sont alignés dans cet ordre.

d) Pour placer P’

e On trace le cercl& de centre B et de rayon 2.

e On trace le cercl&” de centre A et de rayon 1. P est sur le ceffld’abscisse-2.
Pour placer Q, il faut faire, avec le point P, une symétrie d’axe (@ffixe p) puis une
symétrie de centre O fiixe —P).

Le point P’ est alors l'intersection de la demi droite (OQ] et du cetcle
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\

ExErcice 4 (5 points)

Pour les candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

1) a) Ona 2=8¢et 8=1 mod7 donc 2=1 mod7

. . n
Comme la congruence est compatible avec les puissances, éﬁ%l =1" mod7 &
25"=1 mod 7

b) Ona: 2011=7x287+2 et 2014=3x 671+ 1, onadonc:

x2'=2 mod7

20112014 = 9367141 _ (23)671

Le reste de la division par 7 de 20P3* est 2.

2) a) Siun entier naturel > 2 n'est pas premier, alors il admet un diviseur prenu¢el que :
2<p< yn

b) Si 257 n'est pas premier, alors il doit admettre un diviseur premigel que :
2<p<s V257 & 2<p<16

On teste alors les divisions de 257 par un nombre premier inférieur a 2&s6it5, 7, 11,
13.

D’apres les critéres de divisibilité, 257 n’est pas divisible par 2, 315, 1
257 n’est divisible nipar 7, nipar 13 car: 2577 x36+5 et 257=13x19+ 10

Donc 257 est un nombre premier.
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3) a) Lalettre U se code D. On obtient les étapes suivantes :

U—20—9%x20+5=185—185=3 mod 26— D

b) On obtient I'algorithme suivant :

Variables : met p entiers
naturels

Entrées et initialisation

Lire m

0—-p

Traitement

IM+5-p

tant que p > 26 faire
| p—26—p

fin

Sorties: Afficherm

c) Si x=3 alors X=27=1 mod 26
d) Il faut montrer I'équivalence dans les deux sens.

e Si +5=p mod 26 comme la congruence est compatible avec la multiplication, en
multipliant par 3,

27x+15=3p mod 26 donc x=3p-15 mod 26
e Réciproquement, six=3p+ 15 mod 26 en multipliant par 9,
I9x=27p—135 mod26 or 13=5 mod 26 donc 2+5=p mod 26

e) Pour décoder une lettre, il faut lui appliquer la fonctifiine f telle que : f(x) = 3x— 15.
Pour la lettre B, on a alors :

B—1—3x1-15=-12— -12=14 mod 26— O

La lettre B se décode en O.
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