Chapitre 5 — Deérivation

I — Nombre dérivé et tangente

Dans toute cette partie, f est une fonction définie sur un intervalle I, et a un réel appartenant a
I. C estla courbe représentative de f .

a) Nombre dérivé d'une fonction en un réel

Soit h#0 un réel. On considére A le point de C d'abscisse
a,et M lepointde C d'abscisse a+h. A adonc pour
coordonnées (a;f(a)),et M a pour coordonnées
(a+h;f(a+h)).
Le coefficient directeur de la droite (AM) est donc
Yu—XYa _ f(a"'h)_f(a)
Xy—X, h
d'accroissement de f entre a et a+h.

fla+h)

. Ce rapport est le taux

Ce rapport n'existe pas quand h=0, puisque 1'on ferait une fla)
division par 0.

(
En revanche, on peut s'intéresser a ce qu'il devient quand h /
se rapproche de 0. On dit aussi « quand h tend vers 0 ».

=)
=

a+h

Définition : Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel appartenanta I.
On dit que la fonction f est dérivable en a s'il existe un réel, que I'on note f '(a), tel que

. at+h)—fla
L f(ath)= f(a) _
h0 h
en a.

f'(a).Ceréel f'(a),s'il existe, est le nombre dérivé de la fonction f

Exemple : Soit f la fonction carré (définie sur IR ). Cherchons si f est dérivableen —3 :

Soit h#0 , le taux d'accroissement de f entre —3 et —3+h est:

f(=3+h)—f(-=3)_(=3+h)f—(=3)°_9—-6h+h’~9_h(6+h) _
= = = =6+h.
h h h h
Comme lim6+h=6, f estdérivableen —3 et f'(—3)=6.
h=0




b) Tangente en un point a une courbe

Graphiquement, quand h tend vers 0, le point M se rapproche de A .

Dire que le taux d'accroissement de f entre a et a+h tend vers f' (a) revient donc a dire que le

coefficient directeur de (AM) tend vers f'(a) quand M se rapproche de A .

Définition : Si f est dérivable en a, on appelle tangente en A ala courbe C la droite A qui

passe par A et qui a pour coefficient directeur f '(a) .

Exemple : On a déterminé précédemment que la fonction
carré [ était dérivableen —3 etque f'(—3)=—6.
Comme f(—3)=(—3)?=9, la tangente a la courbe de f
au point d'abscisse —3 est donc la droite passant par
A(—3;9) et ayant pour coefficient directeur —6 .

Graphiquement, on constate que la tangente fréle la
courbeen A.

On peut donc déterminer I'équation de A :

Son équation est y=—6x+b or A(—3;9)€A donc
9=—6X3+b=9=18+b=>—-9=b.

A a pour équation y=—6x—9.

-3

0 1

Théoréme : Si f est dérivable en a, A apour équation y=f '(a)(x—a)+f (a).

Preuve ; L'équation de A est de la forme y=f'(a)x+b, puisque f'(a) estson coefficient

directeur. Comme A(a, f (a))€A , alors ses coordonnées vérifient I'équation :

f(a)=f"(a)a+b donc b=—f"(a)a+f(a),donc y=f"'(a)x—f'(a)a+f (a), soit

y=f"'(a)(x—a)+f (a).



II — Fonction dérivée

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I.Si f est dérivable pour tout
XEI,ondit que f est dérivable sur I.La fonction qui a tout x€I associe le nombre dérivé

f'(x) estla fonction dérivée de f etse note f'.

Exemples :
* Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x’. Pour tout x€R et h#0,
f(x+h)—f(x)_(x+h)’—x’_ x’+2xh+h’—x’ _2xh+h’ _h(2x+h) —oxth
h h h h h '
Comme lim 2 x+h=2x , la fonction f est dérivable sur R par f'(x)=2x.

h->0

Soit g la fonction définie sur |—oo;0[U]0;+o[ par g(x)=§.Pour x#0 et h#0,

h#—x,
1 1 X _ x+h B h
glx+h)—g(x) _x+h x_x(x+h) x(x+h)_ x(x+h)_ h 1 .
h - h h ~  h xh(x+h)” x(x+h)
lim-——L =1 4 dérivable sur ]—0;0[U]0 ;+o] (x)=-%
i x(x+h) > donc g estdérivable sur |—o; sto| par 9 Z
a) Dérivées des fonctions de référence
D, f(x)= D,. f(x)=
domaine de définition domaine de dérivabilité
R k (constante) R 0
R X R 1
R x> R 2Xx
|—o0;0[U]0;+ oof 1 |—o0;0[U]0;+ of 1
X XZ
R x" (avec nelN") R nx""
—00;0|U]|0;+ 0 1 . —00;0|U|0;+ o0 n
loolulosesl Ly | 0lUI0 -
[0;+00] Vx 10;+00] 1
24x

Exemple : La fonction f définie sur R par f(x)=x" estdérivable sur R par f'(x)=8x’



b) Somme de deux fonctions dérivables et produit d'une fonction dérivable par une constante

Théoréme : Soient u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle I, et N un réel.
Alors :

* Lafonction u+v est dérivablesur I et (u+v)'(x)=u’'(x)+v'(x).

« Lafonction Au est dérivable sur I et (Au)'(x)=Au’(x).

Exemples :
*  f estdéfiniesur R par f(x)=x+x’.
f est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur R et
f'(x)=2x+3x>"'=2x+3x".
1

s f estdéfinie sur ]0;+o[ par f(x)=3x3—;.

f est dérivable sur ]0;+w[ comme somme de deux fonctions dérivables sur ]0;+o[ et

f'(x)=3%x3 x2—( L =9 x2+i2 .

2
X X

¢) Produit de deux fonctions dérivables

Théoréme : Soient u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle I . Alors la
fonction produit uv est dérivable sur I et (uv)'(x)=u'(x)v(x)+v'(x)u(x).

Exemple : f est définie sur R par f (x)=2x’x(4x-5).

f est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur R :
f(x)=u(x)v(x) avec u(x)=2x" et v(x)=4x—5. u'(x)=2x3x’=6x" et v'(x)=4.
fr(x)=u'(x)v(x)+v'(x)u(x)=6x*(4x—5)+4x2x’=6 x*(4x—5)+8 x> .

d) Inverse d'une fonction dérivable

Théoréme : Soit v une fonction dérivable sur un intervalle I, telle que v ne s'annule pas sur
v'(x)

> .
[v(x)]

1 1},
I. Alors la fonction v est dérivable sur I et ; (X)=—

1
4x—3"
f est dérivable sur [10;+o[ comme inverse d'une fonction dérivable sur [10 ;4] .

Exemple : f est définie sur [10;+0[ par f(x)=

(o v X 4
A T




e) Quotient de deux fonctions dérivables

Théoreéme : Soient u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle I, telle que v ne
. . u -
s'annule pas sur I. Alors la fonction quotient v est dérivable sur I et

ul, =2 (X)v(x)—v' (x)u(x)
(V)( ) [v(x) '

2
X

4x—3"
f est dérivable sur [10;+o[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur [10;+00] .

Exemple : f est définie sur [10;+o[ par f(x)=

avec u(x)=x" et v(x)=4x—3. u'(x)=2x et v'(x)=4.

_u'(x)v(x)=v' (x)u(x) _2x(4x=3)-4xx’_8x—6x—-4x’_4x’—6x
)’

[v(x (4x—3)°  (4x=3P  (4x-3)°



Chapitre 6 — Dérivation et variations

I — Dérivée et sens de variation

a) Dérivée d'une fonction monotone

Théoréme : Soit f une fonction monotone et dérivable sur un intervalle I.
* Si f estune fonction croissante sur I, alors, pour tout x€I, f '(x) =0.
* Si f estune fonction décroissante sur I, alors, pour tout x€I, f'(x)<0.
* Si f estconstante sur I, alors, pour tout x€I, f'(x)=0.

Exemple : La fonction carrée f est définie et dérivable sur R par f'(x)=2x.
e Elle est décroissante sur |—o0;0] etsur |—;0], f'(x)=2x<0.
 Elle est croissante sur [0;+oo[ etsur [0;+o[, f'(x)=2x>0.

Preuve :
* Soit f estune fonction dérivable et croissante sur un intervalle I. Soit a un réel
quelconque de l'intervalle I. Pour tout réel non nul h tel que a+h€l,ona:

* Si h>0 alors a+h>a etdonc f(a+h)>{f(a) puisque f est croissante sur I.
f(a+h)—f(a)
h
e Si h<0 alors a+h<a etdonc f(a+h)<f (a) puisque f est croissante sur I.

flath)—f(a)

p =0 (quotient de deux nombres négatifs).

f(a+h}1— f(a)>0.0r’ EIS f(a+hh)— f(a)zf'(a) donc ()0

(on admettra que la limite en 0 d'une expression positive est positive).
* Lecasou f estdécroissante sur I est analogue.

* Si f estconstante sur I, son taux d'accroissement est nul et donc, en passant a la limite,
f'(x)=0 pourtout x€I.

Dong, 20 (quotient de deux nombres positifs).

Donc,

Dans tous les cas,

b) Sens de variation d'une fonction dérivable sur un intervalle

Théoréme (admis) : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I contenu dans son
ensemble de définition D, .
* Si f'(x)>0 pourtout x€I (éventuellement, f' peut s'annuler en un nombre fini
de valeurs) alors f est strictement croissante sur I .
e Si f'(x)<0 pourtout x€I (éventuellement, f ' peut s'annuler en un nombre fini
de valeurs) alors f est strictement décroissante sur I.
e Sipourtout x€I f'(x)=0,alors f est constante sur I.

Remarque : Comme le dit le théoréme, méme si f est strictement monotone sur I, la fonction f'
peut s'annuler sur I : par exemple, la fonction cube f est strictement croissante sur R, est
dérivable sur R par f'(x)=3x’,et f'(0)=3x0°=0.



Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f (x)=x"+2 x—1. Etudions ses variations.
f est dérivable sur R par f'(x)=2x+2.

On dresse le tableau de variations en utilisant le signe de la dérivée. Le signe de la dérivée est

facile a obtenir ici : c'est une fonction daffine, qui s'annule en x=—1 et qui est strictement

croissante puisque son coefficient directeur est supérieur strictement a 0.

X — -1 + o0

& - 0+
o,

Onaeneffet f(—1)=(—1+2x(-1)-1=-2.

II — Extrema locaux et dérivée

Un extremum désigne un maximum ou un minimum.

Définition : f est une fonction définie sur un intervalle I et x,€1 .
+ Dire que f (x,) est un maximum local de f signifie que 1'on peut trouver un intervalle
ouvert J inclus dans I contenant X, tel que, pour tout x€J, f (X )< f (Xo) .
+ Direque f(x,) estun minimum local de f signifie que 1'on peut trouver un intervalle
ouvert J inclus dans I contenant X, tel que, pour tout x€J, f (X)> f (X 0) .
Exemple : f est définie sur [—2;4]. =
e 3est un maximum local atteint en x=1 car par
exemple, pour tout x€10;2[, f(x)<f(1) et -
f(1)=3.
* 1 est un minimum local atteint en x=2 car par 1
exemple, pour tout x€]0;3[, f(x)=[(2) et
f(2)=1. b
e —1 estlemaximumde f atteinten x=—2 car
pour tout X€[—2;4], f(x)>f(=2) et 1
f (=2)=—1. Cependant, ce n'est pas un minimum
local, car on ne peut pas trouver d'intervalle ouvert 1
contenant — 2 sur lequel f (x)>—1.




Théoréme : f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et X,€I.Si f (x(,) est
un extremum local, alors [ '(x,)=0.

Remarque : La réciproque est fausse ! Par exemple, la fonction cube est dérivable sur IR et sa
dérivée s'annule en x=0, mais il n'y a pas d'extremum local en x=0, puisque cette fonction est
strictement croissante sur R .

Théoréme : f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et X,€I.Si f' s'annule
en X, en changeant de signe, alors f (X,) est un extremum local.

Exemple : Dans 'exemple du I —b), f définie sur R par f(x)=x’+2x—1 admet un maximum
local égal a—2en x=—1.



