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| FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

La fonction exponentielle est continue, strictement croissante et pour tout réel x, e* € ]0; +ool.
D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout réel a > 0, I'équation e* = a admet
une unique solution, c’est a dire que :

pour tout réel a strictement positif, il existe un unique réel a tel que e® = a

On définit une nouvelle fonction appelée logarithme népérien qui a tout réel strictement positif, associe
son unique antécédent par la fonction exponentielle.
On dit que la fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

Dans un repere orthonormé, les courbes représentatives des fonctions exponentielle et logarithme népérien
sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

1 DEFINITION

La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction définie sur ]0; +oo[ qui a tout réel x strictement
positif, associe le réel y tel que e” = x.

x>0ety=In(x) équivauta x =e”

REMARQUES

— Onnote Inx, au lieu de In(x), le logarithme népérien de x, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité.
— e’=1doncln(1) =0.

— el=edoncln(e) = 1.

2 CONSEQUENCES IMMEDIATES

1. Pour tout réel x strictement positif, e * = x.
2. Pour tout réel x, In (e*) = x.

3. Pour tout réel a > 0, I'équation e* = a a pour unique solution x = Ina.

3 DEMONSTRATION

Inx

1. Pourtoutréel x>0, y=Inx < e’ = x. Soite™* = x.

2. Pour tout réel x, e* = y < x=1In(y) =1In(e¥). Soit In () = x.

EXEMPLES

eln® =5; e In01 = _lnlO o= 0—11 =10; In(ve) =n(e®%) =0,5; ln(—) =Iln(e7!)=-1.
e )
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3 VARIATION

La fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo|.

3% DEMONSTRATION

Soient a et b deuxréels telsque 0 < a < b.
Par définition de la fonction logarithme népérien : a = e et b = e!"?. Ainsi, e < e,
La fonction exponentielle étant strictement croissante, on en déduit que Ina < In b.

CONSEQUENCES

Pour tous réels a et b strictement positifs :
Ina=Inbsi, et seulementsi, a=b

Ina >1In b si, et seulementsi, a> b

EXEMPLE

Etudier les variations de la fonction f définie sur R par f(x) = e* —2x.

La fonction f est dérivable et pour tout réel x, f'(x) = e* -2,

Onadonc: f'(x) =0 < e*-2=0 < e =2 < x=In2.

On a également f'(x) <0 < e*<2 < x<In2.

Les variations de f se déduisent du signe de sa dérivée. D’ou le tableau de variations de f :

X —00 In2 +oo

) - 0 +

@ \ /

Il PROPRIETES ALGEBRIQUES

2—-2In2

1 PROPRIETE FONDAMENTALE

Pour tous réels a et b strictement positifs :

In(a x b) =1n(a) +In(b)

DEMONSTRATION

Soient a > 0 et b > 0 deux réels strictement positifs,
Par définition de la fonction logarithme népérien: a=e"%, b=e
D’autre part,

Inb In(axb)

etaxb=e

axb= elna % elnb — elna+lnb

D’olt
eln(a x b) — eln a+Inb

Doncln(ax b)=Ina+Inb.
REMARQUE

John Napier publia en 1614 une méthode de calcul transformant les multiplications en additions : les
logarithmes, du grec logos (rapport, raison) et arithmos (nombre).

A. YALLOUZ (MATH@ES) 77


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY Te ES 4
Année 2017-2018 FONCTION LOGARITHME Te ES-L

2 AUTRES REGLES DE CALCUL

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier relatif : h
1

1. ln(—) =—-Ina
a
a

2. ln(g) =lna-Inb

3. In(a™ =nlna

4. In(va) = %lna
o %

DEMONSTRATIONS

1 1
1. Soita>0alors —>0.0r ax — =1 donc
a a

ln(ax l) =lnl < lna+lnl =0 lnl =-Ina
a a a
2. Soienta>0etb>0 ) )

ln(%) =ln(a>< E) :lna+lnE =lna-Inb

3. Soient a > 0 un réel strictement positif et » un entier relatif,

n n
eln(a ) nlna — (elna) __n

=a"ete =a

nlna

Donc e"@") = ¢
4. Soit a > 0 alors (\/5)2 = adonc

et par conséquent, In (a") = nlna.

Ina =1n(\/a)2 =2Inva

Il ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

1 DERIVEE

1
La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +ool et pour tout réel x > 0, In’(x) = —.
X

DEMONSTRATION

— On admet que la fonction In est dérivable sur ]0; +ool.

— Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = elnx,
f est dérivable sur ]0; +oo| et pour tout réel x > 0, f'(x) = In’(x) x e"™* = In’(x) x x.
Or pour toutréel x>0, f(x) = xdou f'(x) =1

1
Ainsi pour tout réel x > 0, In’(x) x x = 1 donc In’(x) = —.
X

2 VARIATION

La fonction In est dérivable donc continue sur ]0; +ool.

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur ]0; +oof .

Comme In1 = 0, on en déduit les propriétés suivantes :
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Pour tout réel x strictement positif :

Inx =0si, et seulement si, x=1
In x > 0 si, et seulement si, x > 1

Inx < 0si, et seulementsi,0 < x <1

D’ou le tableau de variation de la fonction In :

X 0 1 +00

o

In(x) /

CONSEQUENCE

Comme la fonction logarithme népérien est continue, strictement croissante et que pour tout réel x > 0,
Inx € R alors, d’apres le théoreme de la valeur intermédiaire :

Pour tout réel k, 'équation In x = k admet dans l'intervalle ]0; +oco[ une unique solution x = e*.

k

3

COURBE REPRESENTATIVE

Notons €, la courbe représentative de de la fonction logarithme népérien.

In(1) =0 etIn(e) = 1 donc les points A(1;0) et B(e; 1) appartiennent a la courbe 6iy,.
Le coefficient directeur de la tangente a la courbe %6}, au point A(1;0) est In’(1) =1.
Donc la tangente a la courbe %4}, au point A(1;0) a pour équation: y =x—1.
1
Le coefficient directeur de la tangente a la courbe %}, au point B(e; 1) estIn’(e) = —.
e

Donc la tangente a la courbe %4}, au point B(e; 1) a pour équation :
1( ! 1

=—(x-e — y=—-Xx
Y=e Y=

La tangente a la courbe %, au point d’abscisse e passe par |'origine du repere.

Comme la fonction inverse est strictement décroissante sur 'intervalle ]0; +oo[, la dérivée de la fonction
In est strictement décroissante.

Par conséquent, la fonction In est concave sur ]0; +oo|.
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