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Devoir Surveillé n°5

Correction
Terminale ES/L

Fonctions logarithme , exponentielle et

suites
Durée 1 heure - Coeff. 5
Noté sur 20 points

Exercice 1. Un peu de suites

6.5 points

Les suites (uy) et (a,) sont définies pour tout entier n par :

Uo =750
(un):
Up+1 =095xu,+ 10

ao
(an):
a, =u,;— 200

1. Montrer que la suite (a,) est une suite géométrique. En préciser la raison et le premier terme.

Pour tout entier non a:

anp+1 = Up+1 —200

an+1 = (0,95 u, + 10) —200

an+1 =0,95 x u,; —190
—190)

+ [
0,95

an+1 = 0,95 x (u,; —200)

an+1=0,95x ay

an+1 = 0,95 x (un

La suite (a,) est donc une suite géométrique de raison g = 0,95, et de premier terme ay = 550 puisque :

apg = Up —-200

ap =750 —200
ap =550
Soit :
ap =550
(an): ;VneN
an+1 =0,95xay,

2. En déduire 'expression de a, en fonction de n puis montrer que, pour tout entier n, on a: u, = 550 x 0,95" + 200.

La suite (a;,) est géométrique de raison g = 0,95, et de premier terme ay = 550 donc son terme général est

VYneN; a,=aox(q)"

Soit

VneN; a, =550 x (0,95)" |

DeI'égalité définie pour tout entier 7 :
an = u, —200

On peut en déduire I'expression :
Up = a,+ 200

Soit :

VvneN; u, =550x(0,95)" + 200
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3. Résoudre dans I'ensemble des entiers naturels I'inéquation u,, < 201.

Up <201 < 550 x 0,95" +200 < 201
201-200 1

«<0,95" > =—
550 550

On compose alors par la fonction In qui est strictement croissante sur R}

1
Uy <201 < 1n0,95" <In— = -In550
550

Up <201 < nx1In0,95 < —In550

On divise les deux membres par In 0,95 qui est négatif (car 0 < 0,95 < 1) , 'ordre change

—In550
In0,95

~ 123.02

—~n>

Donc puisque 7 est entier,
U, <20l<<=n=124

4. Compléter cet algorithme afin qu’il réponde a la question posée :

ngseudo Code
u — 750
n—>0
Tant que u >=201 Faire
n—n+l
u<—ux0,95+10

Fin Tant que
Afficher n

ou

5 Pseudo Code
u— 750
n—0
Tant que u >=201 Faire
n—n+l
u — 550 % 0,95 + 200

Fin Tant que
Afficher n
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Exercice 2. 13.5 points

La courbe € tracée est la représentation graphique d'une fonction f définie et dérivable sur I'intervalle ]0; 10].
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P (1;3) etR (4;6). Le point Q a pour abscisse e, avec e = 2,718. La droite & est paralléle a 'axe des abscisses et passe par
le point Q. La droite (PR) est tangente a la courbe ¥ au point P et la droite 2 est tangente a la courbe au point Q.

Partie A

YR—yp 6-3 1
XpR—xp 4-1 )
La seule équation correspondant a un coefficient directeur égal a 1 est y = x + 2 donc la bonne réponse est la b.

1. Ladroite (PR) a pour coefficient directeur le nombre a =

2. Donner les valeursde f(1) et f'(1).
e Le point P (1; 3) appartient a ¢ donc f(1) = f(xp) = yp =3.
 Latangente (PR) a la courbe € a pour coefficient directeur 1 donc f'(1) = 1.

3. D’apres le graphique, la courbe € est située en dessous des tangentes en chaque point de J0 ; 10]; la fonction f est
donc concave sur ]0 ; 10]. Réponse b.

Partie B
La courbe € est la représentation graphique de la fonction f définie sur l'intervalle]0; 10] par: f(x) = —xInx+2x+ 1.
1.

1l.a. Dérivéede f.
La fonction f est définie et dérivable sur |0 ; 10]. Elle est de la forme uv + w donc de dérivée u'v + uv' + w' avec:

u(x)=-x u(x)=-1

v(x)=Inx V(x) = 1
X

wx)=2x+1 | wx)=2

Pour xde]0; 10jona:
1
flx)=-1xlnx—xx—+2=-Inx—-1+2=1-Inx
X -
1.b. Démontrer que la fonction f admet un maximum sur l'intervalle ]0; 10].

Pour démontrer que la fonction f admet un maximum sur J0 ; 10], on étudie les variations de f donc le signe de f’ sur
cet intervalle.

fl()>0 <= 1-Inx>0 < 1>Inx < e>x < x<e

et
fl(x)=0 < 1-Inx=0 < l=lnx < e=x < x=¢e

Donc la fonction f est strictement croissante sur ]0; e], strictement décroissante sur [e ; 10], et telle que f'(e) = 0. Donc
la fonction f admet un maximum pour x = e.
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X 0 e a 10
Signe de f'(x) + 0 -
e+1=3.7

Y
Variations de f T 0 —
—-10In10+21 = -2

1.c. Le maximum de la fonction f sur 'intervalle ]0; 10] est, (sachantquelne =1):

fle)=—exIlne+2e+1
=—e+2e+1
fle)=e+1

2. La courbe ¥ est entierement située en dessous de chacune de ses tangentes sur l'intervalle ]0 ; 10] si la fonction f

est concave sur ]0 ; 10]. On sait qu'une fonction est concave sur un intervalle si et seulement si sa dérivée seconde est
négative sur cet intervalle.
Pour toutréel de]0; 10 ona:

ff)=1-Inx= f"(x) =—%

Or sur l'intervalle ]0 ; 10], x est positif et donc la dérivée seconde f” est négative.

Donc la fonction f est concave sur 10 ; 10], d’ot1 on déduit que la courbe € est entiérement située en dessous de chacune
de ses tangentes sur I'intervalle ]J0 ; 10].

3. Montrer que f(x) = 0 admet une solution unique « sur [e; 10] et déterminer un encadrement de a au centieéme.

[Théoréme 1 (Corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires)]

Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle
la; b],

alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), I'équation f(x) = k admet une
unique solution dans [a ; b].

Remarque : Le premiére démonstration rigoureuse de ce théoreme est due au mathéma-
ticien autrichien Bernard Bolzano (1781-1848).

e Application du corollaire sur [e; 10] :

— Lafonction f est continue et strictement décroissante sur I'intervalle [e ; 10] ;
— Leréel k=0 est compris entre f(e)=e+1=3,7et f(10) <0
— Donc, d’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur l'intervalle [e ; 10].
e Valeur approchée .

Pour avoir un encadrement de a, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.
— Avecun pas de A=0.01 on obtient:

f8,33)
(8,34

u

0.0015>0

, donc 8,33 <a <8,34.
—0.0097 <0 -

u

1
4. Bonus:Montrerque: Ina =2+ z

Par définitionde a on a:

fl@=0 —alna+2a+1=0
— —-alna=-2a-1
—alna=2a+1
2a+1
a

—na=

1
=24 =
a
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