B Chapitre 3
Etude d'une fonction (chap. 3 a 6)

1 Limites

1.1 Somme

Si f a pour limite 14 14 14 400 | —o0 400

Si g a pour limite v 400 | —00 | 400 | —00 | —o00

alors f + ¢ a pour limite | £+ ¢/ | 400 | —co | 400 | —co | F.Ind.

1.2 Produit

Si f a pour limite 14 #0 0 00

Si ¢ a pour limite v 0o 0o o0

alors f x g a pour limite | £ x ¢’ | oo | Find. | o0

1.3 Quotient

Si f a pour limite 14 ¢ #0 0 | o 00

Sigapourlimite | ¢ #0| 0* 0 co | /* | oo

alors / a pour limite 5 00 Find. | 0 | oo | Eind.

1.4 Composition

Composition de deux fonctions.
Soit deux fonctions f, g. Soient a, b et ¢ des réels ou 400 ou —co.
Si lmf(x)=0 et lirrzg(x) =c alors )lcling [f(x)] =c
X— a

X—a

1.5 Fonction et suite

Soit une suite (u,,) définie par : u, = f(n). f est alors la fonction réelle associée a la suite
(uy). Soit a un réel ou +o00 ou —oo

Si lim f(x)=a alors lim u,=a
x— 400 n——+00
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1.6 Comparaison

f, g, et h sont trois fonctions définies sur l'intervalle I =|b; 4+oo[ et £ un réel.
1) Théoréme des « Gendarmes »
Sipourtoutx € [,ona: g(x) < f(x) <h(x)etsi:
lim g(x) = lim h(x) =¢ alors lim f(x)="/¢

X——400 X—r+00 X—>+00
2) Théoreme de comparaison

Sipourtoutx € Iona: f(x) > g(x) etsi:
lim g(x) =4oc0 alors lim f(x)= 4o

X—r—+00 X—r 400

2 Continuité

Definition 4 : Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert L. Soit a un élément de

I. On dit que la fonction f est continue en a si et seulement si :

lim f(x) = f(a)

X—a

Fonctions continues : Toutes fonctions construites par somme, produit, quotient ou par
composition a partir de fonctions élémentaires sont continues sur leur ensemble de défini-
tion.

C’est par exemple le cas pour les fonctions polynomes et rationnelles.

Si f est dérivable en a alors la fonction f est continue en a.
/\ La réciproque est fausse.

Théoréeme des valeurs intermédiaires

Soit une fonction f définie et continue sur un intervalle I = |4, b]. Pour tout réel k compris
entre f(a) et f(b), il existe un réel c € I tel que f(c) = k. (c n’est pas nécessairement unique.

Soit une fonction f continue et strictement monotone sur I = [a,b].
Alors, pour tout k compris entre f(a) et f(b), l'équation f(x) =k
a une solution unique dans I = [g, ]

Si l'intervalle I =]a, b[ est ouvert, k doit alors étre compris entre liin f(x)et hn}, f(x)
X—a x—
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) " 3 Variables
Soit f défnie par f(x) =x" +x—3 A, B, C, P, N, f (fonction)
f est continue et strictement croissante sur I=[1 ;2] Algorithme
car f est dérivable sur et f/(x) = 3x%>+1> 0. Lire A B, P
De plus f(1)=—1 et f(2)=7. D’apres le théoreme 0-— N
des valeurs intermédiaires, f(x) = 0 admet une Tant que B— A > 107
unique solution a dans [1;2]. A+B
Ci-contre un algorithme, utilisant le principe de P c
dichotomie, permet de trouver une approxima- (A C *
tion de a a la précision de 10~°. On pose : SLF(A4) < f(C)>00)
o A et Bles bornes de I'intervalle. _ C—A
e P la précision (entier positif). Sinon
e N le nombre d’itérations. C—B

FinSi

Onrentre : A = 1, B = 2, P = 6 et N+1—N
fx) =x>+x-3 FinTanque
On obtient : A = 1,213411, B = 1,213412 et N = Afficher: A, B, N
20.

3 Dérivabilité

Defivition S : Soit une fonction f définie sur un intervalle I et 2 un point de 1. On dit que

la fonction f est dérivable en a si et seulement si le taux d’accroissement de la fonction f en
a admet une limite finie £ en a, c’est a dire :

im f@HH =@,
h—0 h

f'(a)

Variation : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.
e SiVx eI, f'(x)=0, alorsla fonction fest constante sur L.
e SivVxel, f'(x)>0, alorsla fonction f est croissante sur I.

e SiVx €1, f'(x) <0, alors la fonction f est décroissante sur I.

3.1 Dérivées des fonctions usuelles

Fonction Dérivée D}

Flx) = - fR=-% | R
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Fonction Dérivée D}
f) = neN' | fly=-t R’
fx) = vz Flo) =5 R
f(x) =sinx f'(x) = cosx R
f(x) = cosx f'(x) = —sinx R
f(x) =tanx f'(x) =1+ tan’x lR—{ngkn}
£(x) = In(x) = R}
flx) = e i) =e R

3.2 Regles de dérivation

Dérivée Formule
de la somme (u+v) =u+7
de ku (ku) = ku'
du produit (uv)' = u'v+ ud
1\’ u’
de l'inverse (E) =
u\'  u'v—uv
du quotient (5> I
de la puissance (u")" = nu'un-1
/ u'
de la racine (Vu) = NG
u/
du logarithme (Inu)" = "
de 'exponentielle [e"] = et
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Tangente : Lorsque f est dérivable en 4, la courbe représentative ¢ de la fonction f admet
au point A(a, f(a)) une tangente de coefficient directeur f'(a) dont 1’équation est :

y = f(a)(x—a) + f(a)

Pour déterminer les points de ¢ ou la tangente est parallele a une droite d’équation y =
mx + p, on résout I'équation f'(x) = m.

Extremum : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle ouvert I. 2 un point de L.
e Si f admet un extremum local en a alors f/(a) = 0.
e Si f'(a) = 0etsi f’ change de signe en a alors la fonction f admet un extremum local en 4.

4 Fonctions exponentielle et logarithme

4,1 Existence

Delivition b :

e La fonction exponentielle "exp" est I'unique fonction f définie sur R telle que : f' = f et
f(0) = 1. On note alors exp(x) = e*

e La fonction logarithme népérien notée In est la fonction réciproque de la fonction expo-
nentielle. Elle est définie sur R”,

A La fonction e ! existe sur R tandis que la fonction In(x? — 1) existe sur | — co; —1[U]1; +o0]
car il faut que x2 — 1 > 0

Relation entre les deux fonctions

Pour tout y réel positif et x réel, on a :

4.2 Variations des deux fonctions

La fonction exponenttielle et la fonction logarithme sont strictement croissante sur leur en-
semble de définition
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Fonction logarithme

Fonction exponentielle

X 0 1 4 +o0 X —o0 0 1 +o0
1 /
p + exp’(x) +
400 +o0
n exp(x
— 00 0
4.3 Représentation des deux fonctions
Les deux courbes sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.
Fonction logarithme Fonction exponentielle
A A
5 .
2 1 Y= ex
4 .
1 5
3 .
e f - - -
[}
2 .
11 I
|
1 I
2] ‘4/ I
1
3 3 2 1 2

4.4 Propriétés algébriques

Fonction logarithme

Fonction exponentielle

In1=0 et lne=1
In(ab) =Ina+Inb , ln%:—lnb
ln%zlna—lnb , Ina"=nlna

Invx = %lnx

e~2,718 282

el =1 et el =e
_ 1
ea+b:eaxeb L e T= =
ea
a
a—b e a\n na
= , (") =e
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e Pourx >0,ona: In (l> = —Inx? = 2Inx

x2

2 _
e Pourtoutx,ona: (e )" x e =¢ 2% x &3 = ¢*

4.5 Signe des deux fonctions

Fonction logarithme

Fonction exponentielle

Si0<x<1lalors Inx <0

Six >1lalors Inx >0

Pourtoutx: e* >0

4.6 Equations et inéquations

Fonction logarithme

Fonction exponentielle

Pour a, b et x positif

Ina=Inb < a=b»b
Ina<Inb < a<b
Inx=y & x=¢
hx<y & 0<x<é

Pour a, b et x positif
e"=e & a=b
e"<et & a<b
e/ =x & y=Inx
e/ <x & y<lnx

/\ Pour les équations et les inéquations avec les logarithmes, ne pas oublier de commen-
cer par définir les conditions d’existence (les expressions contenues dans un logarithme

doivent étre positives)

4.7 Limites et croissance comparée

Fonction logarithme

Fonction exponentielle

x—1 X — x—0t X

Iim Inx = —oc0, Iim Inx = 4o
x—0* X—r+00
. Inx )
Iim — =0 , lm xlnx=0
x—+oo X x—0t
lim In x =1ou lim M

=1

lim ¢*=0 , lim ¢'=+c

X——00 xX——+00
ex
Iim —=+oc0 , Ilim xe*=0
X——+oo X X——00
X

Coev =1

lim =1

x—0 X
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4.8 Exemples

Equations et inéquations

Résoudre: Inx +1In2 =5 Df = R%
5
Onaalors:IN2x =5 < 2x = ¢® & x = —

2
e Résoudre: In(x +2) <1 Dy =] —2;+oo|
Onaalors x+2<e & x<e—2, S=]—2e—2]
e Résoudre ¢¥ —2e¥ —3=0 < X2—-2X—-3=0avecX=¢*etX >0
X1 = —1 (non retenu) donc X, =3 d'ot1 ¥ =3 & x=1In3
5 In5
e Résoudre ¢¥ < 5e ¥ & ¥ <z @ X <5 & 2x <Inb5 & x<n7
Inb5
S=| —o00;, —
Limites
) ) lnx Inx
e lim Inx—x= lim x = —c0 car lim — =0
x—+00 X— 400 xX—+oo X
2
e lim 3¢ —x2 = lim ¢* ( x_) +o0o car lim x—:O
x——+oo x——400 x x—+oo ¥
X 1 1’1_ X 1
o lim H—nx:hm e—>< = +oo car lim e—:+oo et lim nx:O
x40 x+1 Xx—foo X 1+% Xx—+oo X x—too e¥

1 1 1
lim —+Inx= lim —(1+xlnx) = 4o car lim = =+co et lim xInx =0
x—=0T X x—0*T X x—=0T X x—0F

lim e*(x+1) = lim xe*+e*=0 car lim xe*=0et lim e*=0
x——00 X——00 x——00 x——00




