CHAPITRE 2 : RAISONNEMENT PAR RECURRENCE. LIMITE D’ UNE SUITE 24 octoBrE 2013

Correction covtrole de MAtl'\é.MAt;%)e.s
Cundi 14 octobre 2012

Exercice 1
ROC 3 points

a) Cfcours
b) Cf cours

EXERCICE 2
Limite de suite 3 points

Déterminer les limites des suitag,) suivantes
a) Forme indéterminée. On change la forme

1
n2+—) 2+}
_2n+1 n/ n

U, = = =
3n+5 5
n(3+§) 3+ =

n n

lim 2+ % =2 Par quotient

X—+00

. 5 i - =
lim 3+ﬁ:3 Xl_'Twu”_g

X—+00

Onaalors:

- . 1 3
b) Forme indéterminée. On change la forme; = n(l -—+ —)

VAN
lim n=+co )
X—>+00 Par produit
Onaalors: .
li 1_i §:1 lim u, = +o0
Im + X—+00
X—+00 \/ﬁ n
c) On encadrei,
1 cosn 1 1 cosn 1
-l1<cosngl & ——-x——<- & -1--<-14+——<-1+-
n n n n n

or lim —1—}: lim —1+%:—1

n—+o00 n nN—+o00

D’apreés le théoréme des gendarmes : b= -1

N—+o00

d) Forme indéterminée. On divise numérateur et dénominata4', on obtient alors :
3\" 3\"
4n_3n_1+(z) _1+(£_]-)

Ty 2\" 1\"
1+(- 1+(=
J) 0

Un

N—+o00 N—+oco

(3" (1" 1 3
or lim (Z) =0 et |Im(§) =0 car _1<§<Z<1

Par quotient : limu, =1
n

— 400
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Exercice 3
Suite homographique 6 points
1) a) Ona 2 4 2 14
Up + u; +
= = — = = = — 1 77
W=2s1 5 080 =5 =13=10
B u2+2_40~ _u3+2_122~
Us= o1 a1 2976 U=g —7 =15~ 1008

b) Les valeurs de; au, sont alternativement inférieures et supérieuresa &tant
inférieur a 1, les valeurs dg — 1 au, — 1 sont du signe de1)".

¢) On calcule:
) Un+2 Un+2_ZUn_l _Un+1
Uns1 — 1= = =

T2u,+1 2u, + 1 T 2u,+ 1

d) Siu, -1 estdusigne del)", alorsona: u,-1=Kk,(-1)" aveck, > 0.

Soit alors la proposition suivante :
Po: YEN, u,—1=ky(-1)" aveck,>0

e Initialisation: n=0, ug— 1= 1(-1)°. Py est vraie
e Hérédité : On suppose quel, — 1 = ky(—1)" avec k, > 0,
montrons que U1 — 1 = K1 (-1)™! avec ky,1 > 0

D’aprés 1c) :
“Uh+1_ —(h-1) k(=1 Ky

U1—1= = = =
el 2uh+1  2u,+1 2u,+1  2u,+

1(_1)n+1 — kn+1(_1)n+1

Comme pour toun, u, > 0 donc 2, + 1 > 0 et commek, > 0, alors

P,, est donc héréditaire.

e Conclusion :Par initialisation et hérédité la propositi®j est vraie pour tout.
u, — 1 estdonc du signe de-{)"

2) a) Ona:
Us + 2
2u, +1 U, +2-2u, -1 -us+1 1 u,-1
Viil = = = =-=X
un+2+1 Uy+2+2u,+1 3u,+3 37 u,+1
2u, +1
1 VrH.l 1 . .
b) Onadonc:vn+1:—§vn, ¥Yn e N, v =3 la suite {,) est donc une suite
n

s . 1 _ 1
géometrique de raisap= 3 et de premier termev, = 3

1( 1Y
Onaalors: v, =V Q" = :3,(_:_3)
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C) Vn: C} VnUn+VnZUn_1 C} VnUn_Un:_Vn_l @

_Vn_l_ 1+Vn
Vn_l _1_Vn

Un(Vn - 1) = _Vn - 1 @ Un =
Onaalors: u, =

: 1\" 1 . :
lim (_5) =0 car -1< ~3 <1 par somme et quotient liny, =1

Nn—+oo Nn—+o0

EXERCICE 4
Vrai-Faux 2 points

a) Faux Une suite peut étre majorée sans pour antant étre converdmit par exemple
la suite u, = 4 + (-=1)".

Ona: 4-1<u,<4+1 & 3<u,<5.
Tous les termes de la suite sont positifs et inférieurs ouX¥g®.

Cependant limu, n’existe pas. La suiteuf) est donc divergente!

N—+oco

. . L s . n
b) Vrai On applique le théoréme de comparaison. Comirec N, u, > >
.n . .
lim = = +o0, par comparaison on a: lim, = +oo
n—+co N—+00
La suite (1,) est donc divergente.
EXERCICE 5
Algorithme 5 points

n 2 5 10 20

1) &) T1250( 1.464] 1.550| 1.596

b) Cet algorithme calcule la somme des inverses au carré dsd’'aN

1 5 1 1 49
. 1
b) Yn € N*, Sn+1—Sn:m>0

La suite G, est donc croissante.

R . 1
c) D’apres larelation,ona¥ne N* S, <2 - - <2

La suite §,) est donc croissante et majorée par 2, elle est alors cavergers
une limitef

d) On peut proposer l'algorithme suivant :
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Variables

N entier etS réel

Ini tiali sation

N prend la valeur O

S prend la valeur 0

Trai tement
D

v/
Tant S—-—
an que‘ B

N+1—-N

1
Fin Tantque
Sortie

AfficherN

> 102

Bien prendre la valeur desur la calcu-
lette.

On trouve N = 100. La vitesse de
convergence est tres lente car il faut 100
termes pour avoir une précision de 1.0
On ne peut donc utiliser cet algorithme
pour calculer les décimales dé
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