CHAPITRE 06 : LA FONCTION LOGARITHME 2 avril 2013

Correction du devoir

du T _janvier 2013

EXERcICE |

Equation 2 points
Résoudre I'équation et le systeme suivants :

1) In(2x-3)+In(x+ 1) = In(x+ 9)

2x—-3>0 x>§
Conditions X x+1>0 = x> _1 donc Df= §,+oo
X+9>0 X> -9
xe D¢, In[(2x-3)(x+1)] =In(x+9)
Comme la fonction In est monotone sur @[, on a:
xeDs, (2x-3)(x+1)=x+9
2x* +2Xx-3x—-3=x+9
2x* —2x—-12=0
X¥*-x-6=0
A =1+ 24=25= 57, on obtient deux solutions :
1+5 1-5
xlz%:seDf X ==~ =-2¢D; donc S=(3

2) Onpose X=Inx et Y =Iny. Le systeme devient alors :
{2x +Y=7 (1)
3X-5Y=4 (2
5(1)+ (2) donne: 1K +5Y+3X-5Y=35+4 o 13X=39 soit X=3
On remplace dans (1), on obtient: +6f =7 soit Y=1

On revient ax ety, on a alors :
eInx=3 & x=¢6

elny=1 o x=e S:{(e3,e)}
ExErcice |l
Inéquation du 3¢ degré 4 points

1) a) Ona P(-1) = 2(-1*+5(-1+(-1)-2=-2+5-1-2=0
b) CommeP(-1) = 0, P se factorise par+ 1). Par une division euclidienne, on a :
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23 +5% +x-2 | x+1 On a alors :
—2x3 — 22 [ 2X%+3x-2
0 + 3% + X P(X) = (X + 1)(2¢ + 3x - 2)
-3x%2 - 3x
Ox? —2x—2
+2X + 2
Ox+0

c) Racinede: £ +3x-2

. 1
A =9+ 16=25="5% onadonc 2 racinesx; = > et Xxo =-2

On fait un tableau de signes :

X ) -1 1/2 4o
Xx+1 - - 0 + +
2x? + 3x -2 + 0 - - 0 +
P -0 ) - 0
2
2) 2Inx+In(2x+5) < In(2 - X)
x> 0 x>0
Conditions ¥ 2x+5>0 <& X > _g donc Dy =]0,2[
2-x>0 X< 2
x € D¢, In[x*(2x+ 5)(x+ 1)] < In(2 - X)
Comme la fonction In est croissante suy{6o[, on a :
X(2x+5)<2-x o 2¢+5¢+x-2<0 & P(X<0
. N . 1
En faisant I'intersection enti®; etS, on trouve : S’ = ]0, E}
Exgrcice |
Optimisation 8 points
Partie A

1) La fonctionu est dérivable sur ]Groo[ car somme de fonctions dérivables.

1 "
u(x) = 2x + X U est la somme de deux nombres positifs suro[, u'(x) > 0. La
fonctionu est donc croissante sur, }ooo[

limInXx = —o0

x—0*

: 2

lim x*-2=-2 Par somme
lim u(x) = —co
X—0*

X—+00
lim u(x) = +o

X—+00

lim InX = 40

X—+00

; 2
lim x°—2=+c0 } Par somme
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2) a) Lafonctionu est continue (car dérivable) et strictement monotone gsavite) sur
10, +o0[. De plus 0€ u(]O,+o[) = R, donc d'aprés le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe un uniguee )0, +oo[ tel queu(a) = O.

b) Ontrouve: 13l<a < 1,32

3) Comme la fonctiom est croissante sur J@co[, on a :
e Si0O<x<a ux)<0
e Six>a ux)>0

4) Onsaitqueu(a) =0 donc a®>-2+Ina=0 ¢ Ina=2-a?
Partie B
1) Ona:

22 —4+2Inx _ 2u(X)
X X

f'(X) = 2x + 2(—%() (2-Inx) =

2) Pourx €]0, +oo[ f’(X) est du signe da(x). On a alors la tableau de variation suivant :

X 0 a +00
f'(x) - 0 +
f(x) (@)

AM = ‘/(XM — Xa)? + (Ym — Ya)?
= V%2 + (Inx— 2)?
= V(X

1)

2) a) Lafonction racine étant croissante syr&®|, les fonctionf etg ont méme varia-
tion sur ]Q +oo].

b) D’aprés la question B2)f admet un minimum e, donc comme les fonctions
f etg ont méme variation sur ]@oo[, la fonctiong admet un minimum er. La
distance AM admet donc un minimum en un point P de coordonfagésa).

c) Ona: AP=g(a) = a2+ (2-Ina)?

D’apres la question A4), ona: in=2 - a? enremplacant :

AP = Va2 +(2-2+0a2)?= Va2 +a* = Ja?(1+a?) = a V1 +a?
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3) Ladroite (AP) a comme vecteur directeuﬁ)(a, Ina - 2)

. . R 1
Le codficient directeur de la tangente (T) en P gaut : In(a) = —.
a

. 1
Un vecteur directeur de la tangente (T) es?:(l, —)
a

En utilisant la relation de la question A4)

Ina -2 2—-a*-2
=+ ——=a—-a=0
@ «

— =
AP -u =a+

Le produit scalaire étant nul, les vecteurs directeurs periendiculaires et donc la
droite (AP) est perpendiculaire a la tangente (T).

A On obtient la généralisation de la définition de la distanteeeun point et une
droite, pour un point et une courbe.

Exercice |V

Algorithme : approximation polynomiale 4 points

1) Recopier et compléter le tableau suivant donnant léérdntes étapes.

X t S s—t
Initialisation| 0,5
Etape 1 0,5 [ 0,375| 0,5 | 0,125
Etape 2 0,5 | 0,4010 0,4167 0,0157
Etape 3 0,5 | 0,4047 0,4073 0,0026
Etape 4 0,5 | 0,4053 0,4058 0,0005

O |01 W WS

2) On remplace le test du "Tantque" parsi—t < 10°°

On obtient alorsn = 15

3) On dfectue le programme successivement avec3 etn = 5 en partant d’'un nombre
X. On trouve alors :

en=3 s=x—1 t:()(_1)_(X—1)2

2
(x-1f  (x-1f (x-1P (x-1fF (x-1f
2 3 2 3 4
On obtient alors I'encadrement deXmpar les deux polynémes suivants :
_ (x-12 (x-12 (x-1)
o f(X)=(x-1) > + 3 7]
_1\2 13
(x-17  (x-1)
2 3

On peut généraliser cette méthode d’encadrement de ladarietpar ce qu’on appelle
un développement limité (ici série de Mercator) :

en=5 s=x-1- t=(xx-1)-

e gX)=x-1-

X2 x3 X"
IN(L+X) ~x— = +2 .. 4 (=112
(LX) = x=Z+ 2 =+ ()
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ExEercice V

Suites 2 points
1) Montrons quey,) est géométrique :
Vel = In Uns1 — 2

=In[e+uy] — 2

1
:Ine+élnun—2

1
= 5(nu, - 2)

1
= évn

Vi1
donc ¥x € N, —=

1 , s . 1
=3 donc la suite ;) est géomeétrique de raison= > et de
premier terme von: Inu-2=3-2=1
1

n
2) Ontrouve v, = Vpr" = (E)

1\" ]
Onadonc I, = v, +2 = (E) +2 donc u, = e(3)™+2
N—+o0 N—+o0

(1) 1 .
3) a) Ona: |Im(§) =0 car —1<§<1 donc limv,=0

N—+co 2 N—+oco

(1" . :
b) Ona: lim (—) +2=2 parcompostion limu, = €
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