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Covtréle de MAtAé.MAtF%)e.s

Jevdl 22 woevembre 2012

ExErcice 1

Continuité et dérivabilité (3,5 points)

1) f estcontinue en 1 si, et seulement si,1 film) = f(1). Ona.:
X—

fl)=1-1-4=-4
lim f(x) = limx* - x-4=-4
X—1 x—1

x<1 x<1

. . X-=-5

lim f(x) = lim —— = -4
x—1 x—1 X

x>1 x>1

On adonc: Iirlnf(x) = f(1). La fonctionf est donc continue en 1.
X—

2) f estdérivable en 1 si, et seulement si, son taux d’accroeseadmet une limite finie
en 1.

e Six< 1 f estdérivable a gauche de 1 daest un polyndme. On d’(x) = 2x -1
doncfj(l)=1
e Six> 1 il faut revenir a la définition. Calculons alors :
1+h-5 4
f(A+h)-f(1) "1+n 7 1+h-5+4+4h 50 5
h B h B h(1+ h) ~ h(h+1) 1+h

.4 LA
Ona: 'ﬂg?m =5 donc fj(1)=4

Conclusion : f (1) # f{(1) la fonctionf n’est donc pas dérivable en 1.
3) ona: limf(x) =limx?-x-4=-4
x—0 x—0
¢t n"admet donc pas d’asymptote &= 0

4) Ona: =5 _ 4.3
X X

lim > =0 doncparsomme Ilimf(x)=1
X—+00

X—+00

¢t admet donc une asymptote horizontaleren d’équationy = 1
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ExERrcice 2

Etude d’une fonction (3,5 points)

1) Ona: lim2x=—-co. Deplus:

X——00

X—>—00
Iim V1—X=+oc0

X——00

lim 1-x= +oo} Par compostion

lim VX= 4o

X—+o00

Donc par produit,ona: limf(x) = —co
X——00

2) Lafonctionf est dérivable sur} «o; 1] car une fonction fonction racine est dérivable
sur un intervalle ou elle estrictement positive Sur cet intervalle, on a :

2X 21-x)—x 2-3x
f/(x) =2Vl - x— = =
09 =2v1-x 2V1-x V1-x V1-X

3) F()=0 & 2-3x=0 o ng

De plusf’(x) est du signe de 23x car V1-x> 0 sur]- co;1[. On a donc le
tableau de variation suivant :

X —00

£(x) +

f(X) o

Exercice 3

Calcul de limites
Les deux premiéres limites sont des formes indéterminéeshange donc la forme avant

(4 points)

de passer a la limite.

1) Ona:
Vi+x-1 (V1+x-1)(Vi+x+1)  1+x-1 1
X X(VI+x+1) X(VI+x+1) Vi+x+1
. . NV1-x-1 1
or I|rr(1) V1-x=1 donc parsommeetquotlentoluqqX—:é
X— X—
2) Ona,comme > 0:
1 1
VX +1-2x= 1 [¥[1+ 5| -2X=X|{/1- = -2
X X
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: 1 .
im 1+ > =1 Par composition

X—+00 X 1
lim vx=1 lim /1+>=1
x—1 X—+00 X
. 1
Par somme,ona: |i 1+—2—2:—1
X—+00 X

De lim x = +co par produitona:

X—+o00
) . / 2
lim Vx2+1-2x= lim x[ 1+—2—2):—oo
X—+00 X—+00 X

3) Par composition. Ona: lindx— 1 = —co donc par quotient lim 1= 0
X——00 X——00 —_
lim =0 Par composition
X——00 3X — 1 p
limcosx =1 xl_lg]oo COS(SX - 1) B
x—0
4) Par le théoreme des gendarmes. On a les encadrementgsaivacx > 1 :
-1<sinxg1
3X—1<3x+sinx<3x+1
3x—1 3x+sinx 3x+1
< <
x—1 x—1 x—1
1 1
3x—1 X(B_i) (3_>_<) 1 1
or = = et Im3--=3et IIMml--=1
Xx—1 1 1 X—+00 X X—+00 X
(=) [
X X
: . 3x-1 R X+ 1
Par quotient : lim = 3. On peut montrer de méme que IlmL =3
X—+00 X — X—+00 X — 1
X + sinx
D’apreés le théoréme des gendarmes, F?mﬁ =3
X—+00 -
EXERCICE 4
Continuité et suite (3 points)

1) f est une fonction rationnelle définie sur [0; 9], elle est ddédvable sur cet inter-
5
valle. Onaalors f'(x) = ——= >0 Vxe€[0;9]

(x+ 1)
La fonction f est donc croissante sur [0; 9]
2) AP, VneN 0<uU,<Up1 <9

e Initialisation: up=0etu; =6-5=1.
Onadonc: X up<u; <9 doncPgestvraie

PauL MiLAN 3 TERMINALE S


mailto:milan.paul@wanadoo.fr

CONTROLE DE MATHEMATIQUES

e Hérédité : Onadmetque : & U, < Upq < 9.
Montrons que X Upyp < Uy <9

Commef est une fonction craoissante sur [0;9],0on a:

O<U;<Upl1 <9
f(0) < f(un) < f(Unsp) < F(9)
1< Up1<Up2<55
O< Uy <Up2<9

P,, est donc héréditaire
Par initialisation et héréditd>, est vraie¥n € N

b) La suite (1,) est donc croissantey < u,,1) et majorée par 9, < 9), elle est donc
convergente vers une limitt Comme la fonctionf est continue sur [O; 9](car
dérivable), d’aprés le théoreme du point fike/érifie : £ = f(¢). On a donc :

5

_— = _ — 2 _ _ —
6-;g=( © 6(+1)-5=((+1) & (-5-1=0
. . 5 29
On aA = 25+ 4 = 29, on prend la racine positive £ = +2\/_
EXERCICE 5
Fonction auxiliaire (6 points)
1 3 1
1) a) Ona: P(x):x3(1—;(+ﬁ+%)
Jim X = +eo Par produit
. 1 1 i _
lim 1——+§2+_:1 Jim P(x) = +co

X—+00 X x2 3

De méme, comme lim = —co0, ona: limP(X) = -

X——00 X——00

b) P est un polyndéme donc dérivable sur P’(X) = 3x? — 2x + 3
A=4-36=-32<0, Paunsigne constantYxe R P’'(x) >0

P est donc croissant si.

c) P est continue (car dérivable) et monotone Burde plus 0O P(R) = R, donc

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existanique réekr tel que
P(a) =0

De plusP(-1) = -4 et P(0) = 1 donc P(-1) x P(0) < 0, donca €[-1;0]
d) Par dichotomie, on trouve =0,295 60< a < —0,295 59

e) CommeP est croissante SIR, on a les relations :

e xX<a P(X) <0 e Xx>a P(X) >0
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0 — 4 (C+1P-4x X+ 2% -4x+1
Aayona:=1-ta P =" e+1f - (@+1P

Deplus &+ 1P(X) = (x+ 1) - x> +3x+1)=x*+2x>—4x+ 1 donc
() = XFDPOY
M0 ="er 1y

b) Ona:f'(x)=0 & x=-loux=«a

On fait un tableau de signe pour déterminer le signe de la&ksrpuis on dresse le
tableau de variation

X —00 -1 a 400
x+1 - 0 + +
P(x) - - 0 +
f(X) + 0 - 0 +
2 +00
f(X) / \ /
—00 ~-213
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