Chapitre 3 — Polynomes du second
degré

I — Définitions

Définition : On appelle fonction polynome du second degré (ou trinome du second degré) toute
fonction P définie sur R pour laquelle il existe des réels a#0, b, c tels que, pour tout
x€R,onait: P(x)=ax’+bx+c.

L'expression a x*+bx+c est appelée un polynéme du second degré.

Exemples :
* Lafonction f définie sur IR par f(x):—3x2+x+\/§ est une fonction polynéme du

second degré. On a ici a=—3, b=1, c=v2.
* La fonction carré f est une fonction polynéme du second degré, puisque pour tout x<€IR
ona f(x)=x’=1x+0x+0.0naici a=1, b=0, c=0.

Définition : Soit P un trindme du second degré de forme réduite P (x)=ax’+b x+c (avec
a#0). On appelle discriminant du trindme le réel noté A défini par A=b’—4ac.

Exemple : Pour P(X)=5X2—2x+3,ona A:(—2)2—4><5><3:—56 puisque a=5, b=—2 et
c=3.

Il — Forme canonique d'un trinome du second degré

Théoréme : Un trindme P du second degré P (x)=ax’+b x+c (avec a#0) s'écrit de fagon
unique sous la forme P (x)=a(x—x)’+p , appelée forme canonique du trinéme P .
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Preuve de 'existence : On développe :
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a(x—a)+p=ax?+bx+c.
Ona P(a)=a(a—a)+p=ax0+p=p.
=x’ =(-3) _ -3 _3
Exemple : Pour P(x)=x"—3x+7 jona A=(—3)—4X1X7=-19.0na a=—= e
/5———4><1— p . La forme canonique est donc P(X)—l X b + 1 2) -




IIT — Racines et factorisation d'un trinome du second
degré

Définition : Soient P un polynome du second degré et X, un réel.
On dit que X, est une racine réelle de P lorsque P (x,)=0.

Théoréme : Soit P (x)=ax’+bx+c,avec a#0 un trindme du second degré et A son
discriminant.
e Si A>0, alors P admet deux racines réelles distinctes :
< =—b=VA of X.= —b+VA
! 2a 2 2a
* Si A=0, alors P admet une seule racine réelle, appelée racine double :

et, pour tout XER, P(x)=a(x—x,)(x—x,).

b
X, == et, pour tout x€R, P(x)=a(x—x,)".

e Si A<0,alors P n'admet aucune racine réelle, et on ne peut pas factoriser P (x).

Exemples :
* P(x)=5x’-10x—5
* Q(x)=x’—4xV3+12
* R(Xx)=3x"—4x+2
b A
Preuve : La forme canonique étant P (x)=a x+2— —4—,0n factorise les deux termes par
a a
2
a#0 : P(x)=a x+L —AZ
2a 4a
b\ [VA)
* Si A>0,ona P(x)=a x+2— —|—=1 |, et on peut factoriser a I'aide d'une identité
a a
remarquable :
2 2a 2a 2a 2a 2a 2a 2a
—b—VA —b+V/A
P(x)=a|x— 2a¢ - 2aJ . On a obtenu la factorisation cherchée, et en

résolvant I'équation produit P (x)=0 avec a#0, on obtient comme racines distinctes
—b—JA  —b+/A
2a 2a

2 2
* Si A=0,onadonc P(x)=a x+2L =a x—;—b . On a bien la factorisation souhaitée,
a a
et en résolvant I'équation produit P (x)=0 avec a#0, on obtient comme racine “5a-
. A b|° A
* Si A<0, ———5>0 donc | x+-—| ———5>0. Dong, pour tout x€R, P(x)#0. P n'a
4a 2a 4a

donc pas de racine réelle.

Supposons que I'on puisse factoriser P . P étant de degré 2, on pourrait le factoriser par
(x—x,), X, étant un réel. P(x,)=0 puisque X,—X,=0, donc X, serait une racine, or P
n'en a pas. Donc on ne peut pas factoriser P .



Remarque : Le cas A=0 correspond au cas ou, aprées avoir factorisé P par a# 0, on peut utiliser
directement une identité remarquable. Le cas A=0 peut étre vu comme un cas particulier de
A>0 :onaalors X;=X, et X,=X,, ce qui justifie I'utilisation de 1'expression « racine double ».

IV — Signe et variations d'une fonction polynome du
second degré

a) Variations d'une fonction polynome du second degré

Soit P une fonction polynéme du second degré de forme réduite P (x)=ax’+ bx+c avec a#0,
Sa forme canonique est P (x)=a|x—o/|*+p , avec a:_Z_ba et [3:_4Aa .

Théoréme : On a vu en classe de seconde que P a comme tableau de variation sur R :

Si a< 0 Si a>0
X —00 —L + 00 X —0o0 —L + 0
2a 2a
_A
P / 4a \ P \ _A /
4a

b) Représentation graphique

En admettant que la fonction P est représentée par une parabole, on a ce résultat immédiat :

Théoréme : La courbe représentative de la fonction P (x)=ax’+b x+c (avec a#0) est une

b
parabole dont le sommet S a pour coordonnées ——;——A .

2a’ 4a
Exemple : Soit P(x)=x"—x—12.
A=(=1—4x1x(—12)=1+48=49.

—1 49 1. 49
es S|S0 it S| 55— .

Le sommet de la parabole a pour coordonnées o1’ 4x1 , Soit (2 4)




c) Signe d'un trinome

En dressant le tableau de signe de P (x) lorsque A>0, ou en remarquant comme nous l'avons fait
2
x+L —AZ>O , on peut en déduire les tableaux de signe de P(x) :

quesi A<O
2a 4a

Propriété : Soit P(x)=ax’+bx+c avec a#0.

* Si A>0, on a ce tableau de signe (on appelle x; la plus petite racine)

X —Q0 Xy X, “+o00

P(x) Signe de a 0 Signe de —a 0 Signe de a

* Si A=0, on a ce tableau de signe :

X —00 X, 00

P(x) Signe de a 0 Signe de a

* Si A<0, on a ce tableau de signe :

X —0 400

P(x) Signe de a

En résumé, le trinome est du signe de a sauf entre les racines lorsque A>0.



V — Tableau récapitulatif des trinomes du second degré

P(x)=ax’+ bx+ c (avec a#0)

Discriminant A=b*—4ac

b
Coordonnées du sommet S| ——; A
2a’ 4a
A>0 A=0 A<0
Solutions de N _—b—VA ) . __ b
1'équation 1 2a ¢ 0 9g Pas de solution
ax’+bx+c=0 _—b+/A (racine double)
2
2a

Factorisation de a (x— Xl) (x— xz) a ( X— xo)z Pas de factorisation

ax’+bx+c

Représentation
graphique quand

a>0
Représentation
graphique quand
a<0
X —00 X; X, +00 X — 00 Xy + 00 X — 00 + 0o
sig sig sig
Signe de P(x)| ne One0 ne || P(x) signe O signe || P(x) signede a
a X+ b x+C de de de de a de a
a —a a
(en notant X, la plus
petite racine)




