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تحلیلیة الجداء السلمي وتطبیقاتھ
I ــ الصیغة التحلیلیة للجداء السلمي في معلم متعامد ممنظم:
:تذكیر وإضافات )1

:أ ــ تعريف الجداء السلمي لمتجھتین 
:صیغة الجداء السلمي باستعمال الإسقاط العمودي 

على المستقیم Bالمسقط العمودي للنقطة Hثلاث نقط في المستوى و CوBو Aلتكن  AC.

ACABھو العدد الحقیقي ACو ABالجداء السلمي للمتجھتین   والذي يحقق:

ACAHACAB  إذا كانت المتجھتینAH وAC لھما نفس المنحى.

ACAHACAB  إذا كانت المتجھتینAH وACلھما المنحیان متعاكسان.
B

A C
H

ABAHACAB 

B

C
H A

ABAHACAB 

:الصیغة المثلثیة للجداء السلمي 

 لتكنAB وAC متجھتین في المستوى لدينا: ACABACAB ;cosACAB .

 لتكنu


vو


:لدينا متجھتین في المستوى vuvuvu


;cos.

:ب ــ المعلم المتعامد الممنظم المباشر ـ الأساس المتعامد الممنظم المباشر 
:تعاريف 

iنقول إن متجھتین .1


jو 


iتكونان أساسا في المستوى إذا كانت 


jو 


ونكتب .مستقیمیتین غیر 

 ji


والمستوى مزود بأساس .أساس في المستوى ; ji


;.

نعتبر ji


.نقطة من المستوى Oأساسا في المستوى  و ;

نقول إن  .2 ji


.0:أساس متعامد ممنظم إذا كان ; ji


1iو 


1jو 


.

نقول إن المعلم .3 jiO


معلم متعامد ممنظم إذا كان ;; ji


.أساسا متعامدا ممنظما ;

إذا كان .4 ji


أساس متعامد ممنظم و ;   
2

2
; ji


نا نقول إن فإن jiO


ر  معلم متعامد ممنظم مباش;;

.في كل ھذا الدرس نعتبر المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر :ملاحظة 
:الصیغة التحلیلیة للجداء السلمي في معلم متعامد ممنظم)2

:نشاط تمھیدي 

uلتكن 


vو


jyixu:متجھتین في المستوى بحیث 


 وjyixv


'' 

:انشر ثم بسط ما يلي )1   jyixjyix


''  واستنتج:vu

.

22:بین أن )2 yxu 


.

:1خاصیة 

jyixuإذا كانت 


 وjyixv


''  متجھتین في المستوى  فإن:'' yyxxvu 


.

jiu:نعتبر المتجھات :أمثلة 


2 وjiv


 jiwو 2


35 

vuحساب 

 وwu


 وwv


.

:2خاصیة 
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jyixuتكون المتجھتان 


 وjyixv


''  0:متعامدتین إذا وفقط إذا كان''  yyxx.

:ولمسافة نقطتین الصیغة التحلیلیة لمنظم متجھة )3
:أ ــ منظم متجھة 

jyixuلتكن 


 22:متجھة في المستوى لدينا yxu 


.

:ب ــ المسافة بین نقطتین 

);(لتكن  AA yxAو);( BB yxB نقطتین في المستوى ، لدينا:   22

ABAB yyxxAB .

:Sinو Cosصیغة )4

:نشاط تمھیدي 

uلتكن 


vو


jyixu:في المستوى بحیث غیر منعدمتین متجھتین 


 وjyixv


''  والموجھة قیاس الزاوية vu


;

vuاحسب بطريقتین مختلفتین الجداء السمي احسب )1

.

.y'و x'و yو xبدلالة cosاستنتج )2

wنعتبر المتجھة )3


:بحیث    
2

2
; wu


wuو 


.

:أ ــ  بین أن    


2
2

; wv


.

wvب ــ احسب الجداء السلمي 


 ثم استنتج أن:
vu

wv







sin

ج ــ تحقق أن  xyw ;


y'و x'و yو xبدلالة sinثم احسب 

:د ــ تحقق أن 
 

vu

vu







;det
sin.

:خاصیة 

jyixuلتكن 


 وjyixv


''  متجھتین غیر منعدمتین في المستوى  و قیاسا للزاوية الموجھة

 vu


:لدينا .;
2222 ''

''

yxyx

yyxx

vu

vu
Cos









 



 و
 

2222 ''

'';det

yxyx

yxxy

vu

vu
Sin







 



.

:تمارين تطبیقیة 
تكون المتجھتان بحیثmحدد قیمة العدد الحقیقي )1 mu ;2


و  2;3 v


.متعامدتین 

نعتبر المتجھة )2 3;2 u


حدد المتجھات  yxv ;


2بحیث يكون  vu


2vو 


.

نعتبر النقط )3 1;3 A و 1;1B و 3;5C. بین أن المثلثABC قائم الزاوية ومتساوي الساقین فيA

نعتبر النقط )4 0;5A و 1;2B و 3;6C.

احسب أ ــ  ACAB;cos و ACAB;sin.

ب ــ استنتج قیاسا للزاوية الموجھة  ACAB;.

:نتائج )5
:نشاط تمھیدي 

على Cالمسقط العمودي ل Hمثلثا في المستوى و ABCلیكن  AB.

حدد )1 ACAB;sin واحسبA


sin) حیثA


)زاوية ھندسیة 

Aو ACو ABبدلالة ABCللمثلث Sاحسب المساحة )2


sin.

:استنتج أن )3 ACABS ;det
2

1


.ACو ABمتوازي أضلاع محدد بالمتجھتین ABDCبحیث يكون Dنعتبر النقطة )4
.ABDCاحة متوازي الأضلاع احسب مس
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:1خاصیة 

:مساحته ، لدينا Sمثلثا في المستوى و ABCلیكن 

 BCBA;det
2

1
 CBCA;det

2

1
 ACABS ;det

2

1
.

:2خاصیة 

:ھي ACو ABالمحدد بالمتجھتین ABDCمساحة متوازي الأضلاع  ACABS ABCD ;det.

:تمارين تطبیقیة 
نعتبر النقط )1 0;5A و 1;2B و 3;6C.

.غیر مستقیمیة Cو Bو Aأ ــ تحقق أن النقط 
.ABCسب مساحة المثلث ب ــ اح

ثم احسب مساحة Dحدد زوج إحداثیتي النقطة .متوازي أضلاع ABDCبحیث يكون Dج ـ نعتبر النقطة 
.ABDCمتوازي الأضلاع 

نعتبر النقط )2 6;0A و 0;2B و 1;2C.

.بطريقتین مختلتین ABCاحسب مساحة المثلث 
II دراسة تحلیلیة (ــ المستقیم في المستوى: (
:المتجھة المنظمیة على مستقیم )1

:نشاط تمھیدي 
نعتبر المستقیم )1 D 012:ذي المعادلة  yx.

uأ ــ حدد متجھة موجھة 


للمستقیم  D.

ب ــ نعتبر المتجھة  2;1n


unاحسب الجداء السلمي 

. ماذا تستنتج ؟

nالمتجھة 


تسمى متجھة منظمیة على المستقیم  D.

نعتبر المستقیم )2  0:ذي المعادلة cbyax.

أ ــ بین أن المتجھة  ban ;


متجھة منظمیة على المستقیم  .

حدد متجھة منظمیة على المستقیم :ب ــ تطبیق  D 02:ذو المعادلة  yx.

:تعريف 

لیكن  D مستقیما في المستوى وu


.له متجھة موجھة

nنقول إن متجھة غیر منعدمة 


منظمیة على المستقیم  D 0:إذا كانت تحققun

.

:خاصیة 

لیكن  D 0مستقیما في المستوى معادلته cbyax.

المتجھة  ban ;


منظمیة على المستقیم D

:المعادلة الديكارتیة لمستقیم معرف بنقطة ومتجھة منظمیة علیه )2
:نشاط تمھیدي 

نعتبر  ban ;


غیر منعدمة و متجھة AA yxA .نقطة من المستوى ;

حدد معادلة ديكارتیة للمستقیم D المار من AA yxA و ; ban ;


.منظمیة علیه متجھة

خاصیة 

معادلة المستقیم  D المار من AA yxA و ; ban ;


:ھي منظمیة علیهمتجھة

    0 BA yybxxa
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:ةرين تطبیقیاتم
حدد معادلة ديكارتیة للمستقیم )1 D المار من 1;1A و 3;2n


.منظمیة علیه متجھة

مثلثا في المستوى بحیث ABCلیكن )2 1;3A و 5;1B و 2;2C.

.Cأ ــ حدد معادلة ديكارتیة لارتفاع المثلث المار من الرأس 
ب ــ حدد معادلة ديكارتیة لواسط القطعة  AB.

:تعامد مستقیمین )3
نعتبر مستقیمین  D و 'D 0:معادلتھما على التوالي cbyax 0و'''  cybxa  و ban ;


متجھة 

منظمیة على D و ';'' ban


متجھة منظمیة على  'D.

يكون  D و 'D متعامدين إذا وفقط إذا كان ban ;


و  ';'' ban


''0:متعامدين أي  bbaa

:خاصیة 

يكون المستقیمان  D و 'D0عادلتھما  مناللذا cbyax 0و'''  cybxa على التوالي متعامدين

''0:إذا وفقط إذا كان  bbaa.

:تمرين تطبیقي 
لتكن النقط  4;7A و 2;5 B و 1;2C من المستوى.

0173تحقق أن)1  yx ھي معادلة ديكارتیة للمستقیم AB

حدد معادلة ديكارتیة للمستقیم )2 D المار منC

:مسافة نقطة عن مستقیم )4
:تعريف 

نعتبر مستقیما  D وA نقطة لا تنتمي إلى D وHالمسقط العمودي للنقطةAعلى D.

و Aتسمى المسافة بین AHالمسافة  Dرمز لھا بالرمز ون: )(; DAd ونكتب:AH= )(; DAd

:نشاط تمھیدي 
نعتبر مستقیما  D 0:معادلته الديكارتیة cbyax و AA yxA نقطة لا تنتمي إلى ; D.

علىAالمسقط العمودي للنقطةHنعتبر  D.

لتكن )1 ban ;


منظمیة على المستقیممتجھة  D وB النقطة من المستوى بحیث:nAB


.

من Mبین أن لكل نقطة  D لدينا:ABAHABAM 

ABAMاحسب )2   بدلالةx وy وAx وAy وa وb.

cayaxABAHبین أن )3 BA 

:استنتج أن )4 
22

)(;
ba

cbyax
DAd

AA




.

:خاصیة 

لیكن  D 0:مستقیما معادلته الديكارتیة cbyax و AA yxA .نقطة من المستوى ;

عن المستقیم Aالنقطةمسافة D ھي: 
22

)(;
ba

cbyax
DAd

AA




.

:تمارين تطبیقیة 
نعتبر المستقیم )1 D 02الذي معادلته  yx والنقطتین 1;1 A و 2;0 B.

احسب  )(; DAd و )(; DBd.

نعتبر النقطتین )2 3;1 A و 2;3B.

0745أ ــ تحقق أن   yx ھي معادلة المستقیم AB.

عن المستقیم Oافة النقطة ب ــ احسب مس AB.
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.OABج  ــ استنتج مساحة المثلث 

III دراسة تحلیلیة (ــ الدائرة: (
:معادلة ديكارتیة لدائرة )1

:نشاط تمھیدي 
نعتبر الدائرة  Cكزھا التي مر 1;1 2وشعاعھا.

من بین النقط التالیة حدد تلك التي تنتمي إلى الدائرة )1 C: 1;3A ؛ 2;2B ؛ 2;13 C ؛ 1;1 D

لتكن )2 yxM .نقطة من المستوى ;

.yو xبدلالة Mأ ــ احسب المسافة 

تنتمي إلى الدائرة Mب ــ بین أن  C 022222:إذا وفقط إذا كان  yxyx.

022222:ادلة المع  yxyx تسمى معادلة ديكارتیة للدائرة C التي مركزھا 1;1 2وشعاعھا.

بإتباع نفس خطوات السؤال السابق حدد معادلة ديكارتیة لدائرة مركزھا )3 ba; وشعاعھاR 0R.

:خاصیة 

معادلة الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR 0R ھي:    222
Rbyax .

02222:وتكتب أيضا   cbyaxyx 222:حیث Rbac .

:یةرين تطبیقاتم

حدد معادلة ديكارتیة للدائرة )1 C التي مركزھا 1;1  2وشعاعھا.

حدد معادلة ديكارتیة للدائرة )2 C التي مركزھا 1;2ر من النقطة وتم 1;1A.

حدد معادلة ديكارتیة للدائرة )3 C  التي تمر من النقط 0;1A و 2;1B و 4;7C.

:معادلة دائرة معرفة بأحد أقطارھا )2
:نشاط تمھیدي 

لتكن  C دائرة مركزھا وشعاعھاR و AB ولتكن .أحد أقطارھاM نقطة من المستوى.

22:بین أن )1 RMMBMA .

استنتج أن )2 C ھي مجوعة النقطM 0:التي تحققMBMA.

نعتبر )3 3;2A و 5;4Bو yxM نقطة من ; C. حدد معادلة ديكارتیة للدائرة C.

:ة خاصی

.نقطتین مختلفتین من المستوى Bو Aلتكن 

ھي الدائرة التي أحد أقطارھا 0MBMA:من المستوى التي تحقق Mلنقط مجموعة النقط  AB  ؛

:ومعادلتھا ھي       0 BABA yyyyxxxx.

:تمرين تطبیقي 
حدد معادلة ديكارتیة للدائرة  C التي أحد أقطارھا AB حیث: 3;1A و 1;1B

:تمثیل برامیتري لدائرة )3
:نشاط تمھیدي 

نعتبر الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR و

M نقطة من C حیث:    2; Mi


 IR.

cosRMi:أ ــ بین أن )1 


.

sinRMj:ب ــ بین أن  


.

لیكن )2 yx; زوج إحداثیتي النقطةM.

.Mحدد زوج إحداثیتي المتجھة أ ـ 

Miب ــ احسب  


Mjو  


bو aو yو xبدلالة
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:ج ــ استنتج أن  IR/












sin

cos

Rby

Rax

النظمة  IR/












sin

cos

Rby

Rax
تسمى تمثیلا بارامیتريا للدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR.

:خاصیة وتعريف 

الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR 0R ھي مجموعة النقط yxM من المستوى التي ;

:تحقق  IR/












sin

cos

Rby

Rax
 S. النظمة S تسمى تمثیلا بارامیتريا للدائرة C.

:تمارين تطبیقیة 

حدد تمثیلا بارامیتريا للدائرة )1 C 0238622:التي معادلتھا الديكارتیة  yxyx.

حدد مجموعة النقط )2 yxM :من المستوى التي تحقق ; IR/












sin23

cos21

y

x
.

);(دراسة مجموعة النقط )4 yxM 022:التي تحقق  cbyaxyx:

نعتبر   مجموعة النقط yxM 022:التي تحقق ;  cbyaxyx.

حدد طبیعة  .

022:لدينا   cbyaxyx  yxM ;

    022  cbyyaxx

0
4242

2222


















 c

bb
y

aa
x

4

4

22

2222
cbab

y
a

x





















نعتبر النقطة 









2
;

2

ba
:لدينا .

4

422
2 cba

M


  yxM ;.

 0:إذا كان
4

422


cba 

فإن المتساوية 
4

422
2 cba

M


 غیر صحیة وفي ھذه الحالة:

  

 0:إذا كان
4

422


 cba

02فإن  M أيM ومنه فإن:   

 0:إذا كان
4

422


cba 

فإن 
2

422 cba
M




4

422
2 cba

M


 وفي ھذه الحالة:

  ھي الدائرة التي مركزھا وشعاعھا
2

422 cba 
.

:خاصیة 

أعدادا حقیقیة و cو bو aلتكن   مجموعة النقط yxM 022:التي تحقق ;  cbyaxyx.

 تكون  0422:دائرة إذا وفقط إذا كان cba  ومركزھا ھو









2
;

2

ba
وشعاعھا 

2

422 cba 
.

 0422:إذا كان cba  فإن  .
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 0422:إذا كان  cba فإن    ؛ حیث:









2
;

2

ba
.

:تمرين تطبیقي 
حدد طبیعة المجموعة  C مجموعة النقط yxM :التي تحقق المعادلات التالیة ;

1(036422  yxyx.

2(0251022  yxyx.

3(0
4

17
422  yxyx

:داخل وخارج الدائرة )5
:تعاريف 

لتكن  C دائرة مركزھا وشعاعھاR 0R وM نقطة من المستوى.

 تكونMة من الدائرة نقط C إذا وفقط إذا كان:RM .

 تكونM نقطة داخل الدائرة C إذا وفقط إذا كان:RM .

 تكونM نقطة خارج الدائرة C إذا وفقط إذا كان:RM .

:نتیجة 

لتكن  C 022:دائرة معادلتھا الديكارتیة  cbyaxyx و 00 ; yxM نقطة من المستوى.

 تكونM نقطة من الدائرة C 000:إذا وفقط إذا كان

2

0

2

0  cbyaxyx.

 تكونM الدائرة داخلنقطة C 000:إذا وفقط إذا كان

2

0

2

0 cbyaxyx .

 تكونM نقطة خارج الدائرة C000:إذا كان إذا وفقط

2

0

2

0 cbyaxyx .

:تمرين تطبیقي 
لتكن )1 C الدائرة التي مركزھا 2;1 3وشعاعھاR. حدد وضع النقطتین 1;3 A و 1;0B بالنسبة

للدائرة  C.

:حل مبیانیا المتراجحات التالیة )2

0238622أ ــ  yxyx.

0622ب ــ  xyx .

:الأوضاع النسبیة لدائرة ومستقیم )6
لدائرة لدراسة الوضع النسبي  C مركزھا وشعاعھاr مستقیم مع D ؛ يمكن حساب مسافة D عن

 ومقارنتھا معr.

المستقیم  D يقطع الدائرة في

.نقطتین 

المستقیم  Dقطع الدائرة ي

نقول إن .في نقطة واحد 
المستقیم  D مماسا

.للدائرة 

المستقیم  D لا يقطع الدائرة

:تمرين تطبیقي 
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ادرس الوضع النسبي للدائرة  C التي مركزھا 2;1 2وشعاعھاR مع المستقیم D في كل حالة

03)1:من الحالات التالیة   yx: D  0223)2؛  yx: D 012)3؛  yx: D

:معادلة المماس لدائرة في نقطة )7
:نشاط تمھیدي 

نعتبر الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR و 00 ; yxA نقطة من الدائرة C. ولیكن T

مستقیم المماس للدائرة ال C فيA.

حدد متجھة منظمیة على )1 T.

بین أن معادلة ديكارتیة للمستقیم )2 T 0:ھي))(())(( 0000  ybyyxaxx.

:الجواب 
يكون المستقیم )1 T مماسا للدائرة C فيA كان وفقط إذا إذا T عموديا على المستقیم A.

منظمیة على المستقیم Aإذن المتجھة  T.

حديد معادلة ديكارتیة ل ت)2 T:

0:لدينا  AAM   TyxM ;

      00000  ybyyxaxx

:1خاصیة 

نعتبر الدائرة  C التي مركزھا ba; وشعاعھاR و 00 ; yxA نقطة من الدائرة C.

معادلة المماس للدائرة  C فيA 0:ھي))(())(( 0000  ybyyxaxx.

:حظة ملا

022إذا كانت الدائرة معرفة بمعادلتھا الديكارتیة   cbyaxyx فإن مركزھا ھو









2
;

2

ba
في ھذه 

الحالة معادلة المماس للدائرة  C فيA ھي:    0
22

0000 
















 y

b
yyx

a
xx.

:2خاصیة 

دائرة نعتبر ال C 022التي معادلتھا الديكارتیة  cbyaxyx و 00 ; yxA نقطة من الدائرة C.

معادلة المماس للدائرة  C فيA ھي:    0
22

0000 
















 y

b
yyx

a
xx

:تمارين تطبیقیة 
نعتبر الدائرة )1 C التي مركزھا 2;1  2وشعاعھاR.

النقطة أ ــ تحقق أن  2;1 A تنتمي إلى الدائرة C.

ب ــ حدد معادلة المماس للدائرة  C فيA.

نعتبر الدائرة )2 C 0114222:التي معادلتھا الديكارتیة  yxyx.

أ ــ تحقق أن النقطة  2;1A تنتمي إلى الدائرة C.

س للدائرة ب ــ حدد معادلة المما C فيA.


