
  ا���ذ : 
	���� ����                                                                                                 1 ص
 
 

  

 )���'�&%�ك 
 �م  ا�و�"! ��� و��ا
�ي �� ا�������ت ����ى 
� !�دة ا�������ت �� ا�	���ي )-ھ� � ذ!+ ا���ز : ا���ذ ���� 
	���� أ�

 
  ! �4 درس 
��!��ت �1ل ا��وال

  
I. "��67("&د��

& )8��9 دا�& ���! 


دا�� ���� ���  .��د�� ������ 
� ا���اد ا������� ������ ����� ا��ا����� �� ��.$!-� �-�,$ب. و ���) �'$ &$�%$  ����د أي!��   ھ
 ا������� ا����

(���$! :/0��!  12$��.( ){ }/fD x f x= ∈ ∈ℝ ℝ 

fDدا��  �ود�� 2$ن اذا $4�3 )1 !;1:�ت: = ℝ  

)دا��  ����2 �-/ ا�8�9:  $4�3اذا  ) ( )f x P x=2$ن( ){ }/ 0fD x P x= ∈ ≥ℝ  

3�)دا��  ����2 �-/ ا�8�9 :  اذا $4 ) ( )
( )

P x
f x

Q x
)2$ن = ){ }/ 0fD x Q x= ∈ >ℝ  

II. رة  و ا��ا�& ا��>�ودة�=� ا��ا�& ا��<'�رة  و ا��ا�& ا��
 ����f  دا�� ��د�� ����2 �-/ ��$لI  ��R.  

���ل إن  •f  دا�� ��%�رة �-/ ��$لI  
���)!��  :  Mإذا و�� ��د  )f x M≤  x I∀ ∈  

���ل إن  •f  دا�� �<��رة  �-/ ��$لI  
���)!��  :  mإذا و�� ��د  )f x m≥  x I∀ ∈  

���ل إن  •f  دا�� ���ودة  �-/ ��$لI  3 ��%�رة  و �<��رة   �-/ ا���$ل�  .Iإذا $4

 ����: ��?$@f  دا�� ��د�� ����2 �-/ ��$لI  ��R ن���.f دا�� ���ودة �-/ ا���$لI
���)!��  : kإذا و�� ��د  )f x k≤  x I∀ ∈  

���%� ا��ا�� !	�ل:    : 
)ا�����$��$4 �2 ) 2 2 5f x x x= − +  
 4!$���د �<��رة  !�� أن ا��ا�� 


 أن �%�� أن : A�� : ا���اب( )4 f x≤x∀ ∈ℝ  

)اذن ��,C ا��Aق :  ) ( )22 24 2 5 4 2 1 1 0f x x x x x x− = − + − = − + = − ≥  

: D0و� ( )4 f x≤x∀ ∈ℝ  


  4!$���د  �R<��رة �-/ fو!$��$�
III. &ا��ا�& ا��ور� 
 ����f  دا�� ��د�� وD .$'A���� ������  

���ل إن f  
����T  :  ��! $�E. Cدا�� دور�� إذا و�� ��د ��  

•  3�xإذا $4 D∈  2$نx T D+ ∈  
• ( ) ( )f x T f x+ =  x D∀ ∈  

2Tدور��  و دورھsin     Gو    F�cos$ل : ا��وال :  π=  
Tدا�� دور��  ودورھ$ ھ� :  tanا��ا��    π= 

IV. &د��
 !?�ر�8 دا�& 
:8��9( ����fدا�� ��د�� ����2 �-/ ��$لI وa 0<�ا �� ا���$ل�I  

���ل إن  �( )f a  <�ى �-�ا���ا� ����ا� 
),إذا 4$ن : �I-/ ا���$ل fھ ) ( )f x f a≤  x I∀ ∈  

���ل إن  �( )f a  ا���-� $��),إذا 4$ن : �I-/ ا���$ل fھ
 ا����� ا�� ) ( )f x f a≥  x I∀ ∈ 

V. +� !@�ر�& دا�
8��9( :����f وg دا���� ��د���� وfD و.$�'A���� ������ 
  �-/ ا���ا�

���ل إن  f  وي$,�g  C���fو g= : إذا 4$ن J�2إذا و  

fD=      و( ) ( )f x g x=  ( )fx D∀ ∈  

8��9( : ����f  وg  دا���� ��د���� ����2�� �-/ ��$لI    ل إن���.f  أ?�� �� أو �,$ويg  ل$�� /-�I   C���fو g≤   

)إذا و2�J إذا 4$ن : ) ( )f x g x≤  ( )x I∀ ∈  

���ABا� Cو�-0
 ھK�0�$ أن �0�0/ ا��ا��   �I-/ ��$ل  : ا���f 3 �0�0/ ا��ا���� ����g   ا���$ل /-�I .  
  ! >�ظ& :

• f g<  ا���$ل /-�I : إذا 4$ن J�2إذا و ( ) ( )f x g x< ( )x I∀ ∈  

• 0f ) إذا و2�J إذا 4$ن : �I-/ ا���$ل  ≤ ) 0f x ≥ ( )x I∀ ∈ 

fx
fx( )f x( )f x

fDfx D∈( )f x ∈ℝ

f

f

f

f

f

gD

gD

f g≤
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)ا�����2�� �$��$4
 :   gو  fا��ا���� ا���د���� : .$رن !	�ل   ) 4 1g x x= )و   − ) 24f x x= ����0-� $��$�%� Mو�N� Jوا�  

 ا���اب :
fD = ℝ  و

gD = ℝ
 

�'G دوال �ود���  

( ) ( ) ( )224 4 1 2 1 0f x g x x x x− = − + = − ≥  

 : D0و�f g≥  
�� �2ق �0�0/ ا��ا�� 0�0�f/ ا��ا�� !$��$���g   /-�ℝ. 

VI. +�  !��6 دا�
: 8��9( ����f  وg  دا���� ��د���� وfD   و.$�'A���� ������ 
) �-/ ا���ا� ){ }/g f f gD x x D fو x D= ∈ ∈ ∈

�
ℝ  

gا����h  /-� �2ا��ا�� ا���د��  fD
�

  : 
-� $�!( ) ( )( )h x g f x=  ��ا��ا�� C4�� /�,� ,f  وg  (���$! $'� (و��� C�ا ا����Oھ 
2g f�   

     : D0و� g fx D∀ ∈
�

  

VII. &د��
 ر)�%& دا�& 
  !A>" )=��ات دا�& 
�د�&

8��9(: ����f  و دا�� ��د��I .$'A���� ������ ��P Q$��  

• f  ا���$ل /-� $�E.  ا����(�I  : إذا 4$ن J�2إذا و ( ) ( )( )1 2 1 2x x f x f x< ⇒ < ( )( )2
1 2,x x I∀ ∈ 

• f  ا���$ل /-� $�E.  ��>.$0�I: إذا 4$ن J�2إذا و ( ) ( )( )1 2 1 2x x f x f x< ⇒ > ( )( )2
1 2,x x I∀ ∈  

• fا���$ل /-� ��!$RI:إذا 4$ن J�2إذا و ( ) ( )1 2f x g x= ( )( )2
1 2,x x I∀ ∈ 

)!�را�K  إS$رة ���ل ا����� :  �I-/ ��$ل  ����f درا�K ر�$!� دا��:! >�ظ&  ) ( )2 1

2 1

f x f x

x x

−
−

    ��1x  2وx �� ��A-�T� ���>0�I   

���ل إن  •f  /-� �%�دا�� ر�I  3�  .�I)ا���� .�E$ أو ��E. ��>.$0$ �-/ ��$ل  fإذا $4

: &�G�H ����f $'A���� ������ دا�� ��د�� fD ���� .�A>-� �%,0�$! �-R$���I  �� Q$��+
R  ��PfD وI ′   

 8R$��I �A>-� �%,0�$!  
 3�  دا�� زو��� 2$ن : fإذا $4

� f  ا���$ل /-� $�E.  ا����(�I   3��E.  ��>.$0�I$ �-/ ا���$ل  fإذا و2�J إذا $4 ′  

� f  ا���$ل /-� $�E.  ��>.$0�I   3��I)ا����  .�E$ �-/ ا���$ل  fإذا و2�J إذا $4 ′  

3��VA ا���$!� �-/ 84 �� ا���$��� fدا�� �2د�� 2$ن:fإذا $4 $'�I  وI ′ 

VIII. +�  : ر)�%& !��6 داا�
: &�G�H ����f  وg  
 دا���� ��د����  ����2�� �-/ ا���ا�

)!��  :  Jو   �I-/ ا���$��� )f x J∈ ( )x I∀ ∈ : $0���  

� 3�2g$ن :  �J)ا����  .g /-� $�Eو   �I)ا����  .f  /-� $�E إذا $4 f�  /-� $�E.  ا����(�I  

� 3�2g$ن :  g /-� $�E.  ��>.$0�Jو   f  /-� $�E.  ��>.$0�I إذا $4 f�  /-� $�E.  ا����(�I  

� 3�2g$ن :  g /-� $�E.  ��>.$0�Jو   �I)ا����  .f  /-� $�E إذا $4 f�  /-� $�E.  ��>.$0�I  

� 3�2g$ن :  �J)ا����  .g /-� $�Eو   f  /-� $�E.  ��>.$0�I إذا $4 f�  /-� $�E.  ��>.$0�I 

IX.+�x درا�& ا��ا� x a→ 3x و  + ax→   :  
ا��ا�� ا���د��  ����f: 1!	�ل

 
  �x-����� ا�����

 : 
�$��$4( ) 2f x x= +     
1( { } { } [ [/ 2 0 / 2 2,fD x x x x= ∈ + ≥ = ∈ ≥ − = − +∞ℝ ℝ  

2(: ����
 [ [1 2;x ∈ − ]و  ∞+ [2 2;x ∈ − +∞   ��!

1 2x x<  
اذن:

1 22 2x x+ < +  D0و�
1 22 2x x+ < )أي   + ) ( )1 2f x f x<  

D0ا����  ا��ا�� و�(�/-�[ [2;− +∞   

  

)ا��ا�� ا���د�� ا�����2 �$��$4
:  ����f : 2!	�ل ) 3 31

4
f x ax x= =  

1 04a = >        1( 
fD = ℝود����'$ دا�� �  

2 (: ����1x ∈ℝ  2x ∈ℝ   ��!
1 2x x<  

3اذن: 3
1 2x x<  D03و� 3

1 2

1 1

4 4
x x× < )أي   × ) ( )1 2f x f x<  

D0ا����  ا��ا�� و�(�/-�ℝ    
 

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

    �E. C�$K /-�ℝ$ 2$ن ا��ا�� ���Kن �a ��>.$0اذا �6ن   !;1:&:

gD

( )( ) ( )( )g f x g f x=�

f
f

7  2  0  1 -  2 -  x  

3  2  2
  

1  0  
( )f x

  

3  2  1  0  1 -  2 -  3 -  x  

6.5  2  1/4  0  -1/4  2 -  6.5  
( )f x

  




