VARIATIONS D'UNE FONCTION

A - FONCTIONS DE REFERENCE

n Les fonctions affines, carré et inverse

) Fonctions affines f:x+—>ax+b,ouac Retbe R

» Définies sur R et représentées par une droite.
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f est croissante sur R. f est décroissante sur R. f est constante sur R.
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« Définie sur R et représentée par une parabole. /
* fest décroissante sur] —eo ;0] :sia < b < 0, alors a2 = b2,
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) Fonction inverse f:x—> — 7
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* Définie sur R* et représentée par une hyperbole. | 1
¢ f est décroissante sur ] —= ; 0[:sia =< b < 0, alors 1 = l
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« f est décroissante sur ] 0 ; +=[:si0 <a =< b, anrs—?B. — -
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* Six <0, alorsl<0;six>0, alorsl>0.
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a La fonction racine carrée
~Définition 1 _| Si a désigne un nombre réel positif, sa racine carrée, notée Va, est le nombre
positif dont le carré est a.

Exemere: ® V5 est I'unigue nombre réel positif dont le carré vaut 5 : (\/g)z = 5.
* 10 est I'unique nombre réel positif dont le carré vaut 100. On a donc ~100 = 10.

Définition 2_| La fonction racine carrée est la fonction f définie sur R*, qui a chaque réel positif x

associe sa racine carrée v x.
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Exempies : Limage de O par la fonction f est O ; I'image de 9 par f est 3 ; le réel négatif -2
n‘a pas d'image par la fonction f.




Propriété 1 La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0 ; +o[.

o =

o |

Il faut démontrer que quels que soient les réels x et y tels que 0 < x < y, alors Vx < .fy.

Soit les réels x et y tels que 0 < x < y. mmentaires
Ona(Jy -vx)x(Jy +vx)=y - x, On utilise (a - b)(a + b) = a? - b
d’oﬂ(ﬁfﬁ): y—x aveca = \[y eth = Jx.

Yy +/x
Or(ﬁ+ﬁ)>0car&20etﬁ>0(y;=0)
et d'aprés les hypothéses y — x > 0. On obtient donc \/Jy - vx > 0.

=1l 1s=141s)3] La fonction racine carré est donc bien croissante.

Exemrie: On a 1,2 < 3,7, dong, puisque la fonction racine carrée est strictement croissante
sur [0 ; +o=[, on a l'inégalité v1,2 < +/3,7.

Propriété 2 | « Soit 6, la courbe représentative de la fonction x — x,
%, celle de la fonction x — x?
et €/ celle de la fonction x — Ix sur [0 ; 4oof.
* Sixe [0; 1], alors € , est en dessous de 6 _et 6_est en dessous de 6 5.
* Six e ]1; +oo], alors 6,5 est en dessous de 6 _et €¢_est en dessous de € ,.

On trace les courbes représentatives sur [0 ; +ocf
des trois fonctions proposées, dont les équations €x2:y =x?
sonty=x(€), y=x*(€,) ety= Vx (‘6%

Remaraue : On constate sur la figure ci-contre et on
peut montrer que € ; et €./, sont symétriques par
rapport a la droite d'equation y = x (‘€ ).

Ona:MVx —x=vx(1-Vx) et @ x —x2=x(1 - x).

L'observation de ces trois courbes conduit a
distinguer deux cas :

1- @iy =Vx

Qo=x=<1 0 1

* La fonction racine étant croissante sur R+,

ona0=<+x <+1.0nadoncvx =0et1-+vx =0.D'ou d’aprés@,&—xao.
*Deméme, si0<x=<1,alorsx=0et1-x=0.Doudaprés@), x—x2=0.
Pour tout x appartenant a [0 ; 1], 6 , est en dessous de €_qui elle-méme est en
dessous de €./

ex > 1

« La fonction racine étant croissante sur R*, on a vVx >+/1. On a donc1-vx <0
et vVx > 0. D'ou d'apres (D, Vx —x < 0.

* Deméme, six > 1,alorsx > 0et1—x < 0.D'ou d'aprés @, x —x2 < 0.

Pour tout x appartenant a ]1 ; +eo[, ‘€ /5 est en dessous de € _qui elle-méme est

en dessous de €.

B La fonction valeur absolue

SDenntonlIN| Soit x un nombre réel. On appelle valeur absolue de x le nombre réel, noté |x|, égal a:
* x si x est positif ;
* —x si x est négatif.
Onadonc: |x|=xsix=0et |x|=-xsix=<0.

| Exempies: |-7|=7; [12,8|=12,8; |-9,3|=9,3.

RemaraUuE: Sur la droite numérique graduée d’unité Ol, si M est le point d'abscisse x, alors
la valeur absolue de x est la distance de M au point O, a savoir la longueur OM.




Propriété 3 ,
—Fropristo3 ) (D Pour tout réel x, on a |x| = 0.
@ Pour tout réel x, on a |-x| = |x]|.

Demonstration : SOit x un réel.

(D Si x est positif, alors |x| =x = 0. Si x est négatif, alors |x| = -x = 0.

@ Si x est positif, alors |x| =x et |-x| = —(-x) =x (car —x est négatif), d'ou [x|=|-x].
Si x est négatif, alors |x|=—x et |-x| = —x (car —x est positif), d'ol |x|=]-x]|.

Définition 4

La fonction valeur absolue est la fonction f définie sur R, qui a chaque réel x
associe sa valeur absolue |x]|.

| Exempies : L'image de 0 par la fonction fest O ; I'image de -9 par fest 9 ;
l'image de 6,3 par f est 6,3 ; I'image de —v17 par fest V17.

Propriété 4 La fonction valeur absolue est strictement

oo

= 0 +
décroissante sur ]-o ; 0] et strictement

croissante sur [0 ; +ool.

Exemee: On a —67 < —4,3 < 0 et la fonction valeur absolue est strictement décroissante
sur ] e ; 0[, donc |-6,7| > |-4,3].

Demonstration: Soit f la fonction valeur absolue et soit x et y deux réels tels que x < y.

¢ Si0=x<y, alors |[x|=xet |y|=y. Il en résulte f(y) — f(x) = |y| - |x| =y —x > 0, d'ou
f(x) << f(y). La fonction f est donc strictement croissante sur [0 ; +eol.

¢ Six<y=0,alors |x|=-xet |y|=-y Il en résulte f(y) — f(x) = |y| - |x|=-y +x <0,
d'ou f(x) > f(y). La fonction f est donc strictement décroissante sur ] e ; 0].

Propri€té 5 | | 5 courbe représentative de la fonction valeur \ v /

absolue est symétrique par rapport a I'axe \-X =Ixl]
des ordonnées. v F-- A

=

Demonstration : S0it M(x, |x|) un point de cette
courbe représentative. On a |-x| = |x|, donc le point x
M'(=x, |-x|) a la méme ordonnée mais une abscisse
opposée & M. Les deux points sont donc symétriques
par rapport a l'axe des ordonnées.
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EXERCICE 1

Représenter x = | x| et exploiter ses variations

€noncé |

Soit f la fonction valeur absolue et € la courbe représentative de cette fonction dans
un repeére orthonormé (O, I, J).

1. Tracer ¢ a la main.

2. Dans chacun des cas suivants, comparer les réels x et y, puis vérifier
graphiguement.
a.x=|-092| ety=|-1,3]|; b.x=|n-3|ety=|n-2|.



B - OPERATIONS SUR LES FONCTIONS ET VARIATIONS

Dans tout ce paragraphe, u désigne une fonction définie sur un intervalle I.

n Somme d’une fonction et d’'une constante

Soit k une constante.

SemLIoND La fonction u + k est la fonction qui a chaque réel x associe le réel u(x) + k.

Propriété 6 . A ..
p—-—' Les fonctions u et u + k ont les mémes variations sur |.

DEmonsTRATION: SOit x et y deux réels appartenant a | tels que x < y.

* Siu est croissante sur |, alors u(x) < u(y), d'ou u(x) + k < u(y) + k, donc u + k est croissante sur |.
* Si u est décroissante sur |, alors u(x) = u(y), d'ol u(x) + k = u(y) + k, donc u + k est
décroissante sur .

ExempLEs : ® La fonction u ; x —> x2 est croissante sur [0 ; +o[, donc la fonction x — x2 — 10
est aussi croissante sur [0 ; +ool.

. 1 .. . 1
¢ La fonction u : x — — est décroissante sur |- ; 0, donc la fonction u : x — — + 3,2 est
X X

décroissante sur ]—eo ; O[.

Remaraue: On sait donc donner les variations d’une fonction de la forme u + k. Il n’en est
pas de méme d’une fonction u + v.

Multiplication d’une fonction par une constante

Soit A une constante.

Définition 6 . . 12 2 : .
Definition 6| La fonction Au est la fonction qui a chaque réel x associe le réel Au(x).

|
Propriété 7 . . n .
ng ¢ SiA > 0, les fonctions u et Au ont les mémes variations sur |.
* SiA <0, les fonctions u et Au ont des variations opposées sur .

DEmonsTRATION : SOit X et y deux réels appartenant a | tels que x <.

1®"Cas: A > 0.

* Si u est croissante sur I, alors u(x) < u(y), d’ol Au(x) < Au(y), donc Au est croissante sur |.
* Si u est décroissante sur |, alors u(x) = u(y), d'ou Au(x) = Au(y), donc Au est décroissante sur I.
28 Cas: A <0.

* Si u est croissante sur |, alors u(x) < u(y), d'ou A(x) = Au(y), donc A est décroissante sur |.
* Siu est décroissante sur |, alors u(x) = u(y), d'ou Au(x) < Au(y), donc Au est croissante sur I.

ExempLEs: ® La fonction u : x — —3x + 4 est décroissante sur [1 ; 6[, donc la fonction
x — —4(-3x + 4), c'est-a-dire, la fonction x — 12x — 16 est croissante sur [1 ; 6[.

« La fonction u : x — —x2 est croissante sur ]—es : 0, donc la fonction u : x — —6x2 est
croissante sur |—e ; O[.

Remaraue: On sait donc donner les variations d‘une fonction de la forme Au. Il n’en est pas
de méme d’une fonction u x v.

EXERCICE 2

Soit u et v deux fonctions définies sur l'intervalle | = J— ; 0] par :
u:x——x-1Petu:x— |x|.

a. Déterminer les variations des fonctions u et v sur .

b. Déterminer les variations des fonctionsf=u +2 etg=v - 3.
Vérifier graphiquement.

c. Déterminer les variations des fonctions h = 0,5u et i = —v.



B Racine carrée d’une fonction

Dans tout ce paragraphe, on suppose que la fonction u est positive sur I.

Bafintioniy La fonction Yu est la fonction qui a chaque réel x associe le réel Ju(x).

Propriété 8 Les fonctions u et vu ont les mémes variations sur I.

Demonstration: Faisons par exemple la démonstration dans le cas ol la fonction u est
croissante sur |.

Soit x et y deux réels appartenant a | tels que x < y. Puisque u est croissante sur |, on a
u(x) < u(y). Comme par hypothese u(x) et u(y) sont des réels positifs et comme la fonction
racine carrée est croissante sur [0 ; +eo[, on en déduit quevu(x) = W

La fonction Yu est donc croissante sur I.

La démonstration est analogue si u est décroissante sur |.

Attention: ExempLe : La fonction u : x — x? — 1 est définie sur R, est décroissante sur ]—e ; 0] et
ne pas oublier de respecter croissante [0 ; +oo[. Pour définir \/J, nous devons nous limiter a des intervalles sur lesquels
le domaine de définition

u est positif. Or, u(x) = 0, si et seulement si x appartient a ]—e ; =1] U [1 ; +<=[. La fonction

de la fonction racine. o .
Ju est donc décroissante sur ]—e< ; —1] et croissante sur [1 ; +ool.

Inverse d’une fonction

Dans tout ce paragraphe, on suppose que la fonction u ne s'annule pas sur I.

Définition 8 | 1 1
La fonction — est la fonction qui a chaque réel x associe le réel wx)
u u(x

Propriété 9 |

. 1 " z
Les fonctions u et — ont des variations opposées sur |.
u

DemonsTration: Faisons par exemple la démonstration dans le cas ou la fonction u est
décroissante sur |.
Considérons deux réels x et y appartenant a | tels que x << y. La fonction u est décroissante
sur |, donc u(x) = u(y). Puisque la fonction u ne s'annule pas sur |, on a u(x) > 0 et u(y) > 0,
ou ulx) < 0etuly) <0.
e Siu(x) > 0 et u(y) > 0, alors la fonction inverse étant décroissante sur ]O ; +oof,
on obtient : L = L.

ulx)  uly)
* Siu(x) < 0etu(y) <0, alors la fonction inverse est décroissante sur ]—= ; Q[,

1 1
on obtient . —— = ——

ulx)  uly)’
1 1
La fonction ; est donc croissante sur |. Les fonctions v et E ont donc des variations

opposées sur |.

Attention: Exempies : La fonction u : x — x? — 1 est décroissante sur |—e ; 0] et croissante sur [0 ; +eo[.
ne pas oublier de respecter 1, e , , . T .1
le domaine de définition | 2" est définie qu'en les réels x vérifiant u(x) # 0, c’est-a-dire sur R\{-1 ; 1}. La fonction v

o6 ia fonction tnverse. / est donc croissante sur ]—e= ; =1[ W ]-1 ; 0] et décroissante sur [0 ; 1[ W ]1; +eo[.

EXERCICE 3

1. Donner, lorsque c'est possible, les variations sur l'intervalle | des fonctions v/u suivantes :

a.u:xn—>l,l=]0;+oo[; b.u:x—x-4,1=[2;3];
X

C.u:x—3x2+1,1=[0;1].

: - : : .
2. Donner, lorsque c’est possible, les variations sur l'intervalle | des fonctions — suivantes :
a.u:x—x+2,1=[1:;:4]; b.u:x—x%41=[5;6]; i
C.u:x—3-x%41=[0;2].



