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Tournois et Pronostics

Ccttc épret1.e traite des tounois à ilnrrrnatlun dire.le lFls qlr^n ên f.n, ontre en sport-
La prenière pàrtie concerne lcurs rcprésentâtions. La derL.{ième partic corsiste à e.xhiber lcs
'lainqùeùrs possibles d'rr tournoi en fonction si l'on conlrait à I'avàrce les résultats dc toûs les
mâtchs possiblcs. Enfin lâ troisiême partic calculc lcs chârces d€ victoirc de chaque jou€u en
tbnctioû de pronostics donnés pour chaquc [râtch possible.

La complexité, ou lc tcmps d'exécutiorl, d\m progrâInmc P (forrction ou procédurc) est
le nonbre d'opérationrs élémentaires (a.ddition, n1ultiplicatior, dffectation, test. etc...) loIS de
l'exécution dc P. Lorsque ce.tte complcxité dépctrd d'ur paramêtre n, on dira que P â une
complcxitir en O(/(74), s'il e-xiste r > 0 tcl qûe lâ complexité de P est au plus /ll(n), pour

De maniôrc Bérérale, on s'attàchera à gâ.rantir 111)c compiexité âussi petil,e qûe possible dans
les fonctions écritcs. L€ cnndidat y sera tout particulièrcr[ent sensib]e loNque la complcxité d\me
fonction est demandée. Dans cc câs, ii devra de plus justifier cette dernière si eiie ne se dédÛit
pas clirectement de la iecturc du code.

Dàns tout lc srjet. on considère que lc nombrc dc joueurs est Iixé à r), qui cst rirre variable
globalc à laquclle tous les prcgramlles pcu1cnt accôder, sans àvoir à le déÊIrir i à la passer.en
ârgùùr€rt. On suppose aùssi quc les tableaux sont indexés à paxtir dc 1. Oû app€lle vecteuN les
tablearlx à une climcnsion. et nâtdces ceux à dellx dimcDsions.



Partie I. Tournois

DaDs cette pâûie, on s'intéresse à lâ repÉsentatiol et à ]a xlaxipulatioû dc tournois à ôlimi
nâtion directe entre n joùeurs. Les joueurs soùt repÉsentés pâr les c tiers dc 1 à tr. U1r tournoi
entre ces n joù€urs cst donc dôfinj pûr unc suite de n 1 m.a.tchs. Chaque match oppose derrx
jouerus, qui sont désignés soit nommément (dans la Iigurc 1, le ntâtch "4" oppose le joueur 5

au joueùr 2; le mâtch rrBrr oppose le joùeru 3 âu jrnrelrl 1). soit en lolrctioù du ÉsulLal d'ûr
màtch ântéricùr (dans la ligurc l. lc mùtch "C" oppose le rainqueur du rnattù "B" au joueru
.1: te match "D" oppose le vairqueur dr natdl DAi au vainqueul du match "C" ; le match "tr"
oppose 1e vainqteur dt match "D" âu joùeu 6).

!'IGITR.E 1 Un toùnoi à 6 joueurs.

Afin de représenter un tourroi en r achirc. on \'â idcrti{ier les mât.ihs âvec les entiels ,r+1 n+
2,... 2n 1 phrtôt qu'â\€c des lettrcs {rornrrre darrs l'cxcrlplc précéden(. Ainsi dans l'exen4rle
.i dcssus lc match précéderDnent appelé "4" s€râ te mâtcit 7. le nâtch "B" scra là màt.r} 8. lc
rlatch rCD scra lc xlat.*r 9. lc ùratch 0Dr ser"i le natch 10 et le match "E" sera lc natch 11.

Poru représerter url nâtch or r"d ùtiliser u taùlcau ,-lc iaille deux dont les éléments sonT les

ploiàgonistes toueùrs ou mâtch) du màtch : s'il s'.igit d'uû joueur on.lonncra son indicc ct s'il
s'âgit du \aillquetlr d'un ùral,ch pr'écédent on donnera I'indice du rnatch. Pour avoir u cité dc

lâ représeûtâtion d rn nrzrtchj on âdoptciii syslématiquenent la converrtion qu'ur m.rtch fl.jl
est t€t que I ! j. Anrsi le ùàt(h 7 (précédcmment appelé ",{") et le ûrâtc}r 1{l (précédemnert
appelé "D") sort représentés pâr les tarilcaux {2, 5l et [7,9].

Par la sùitc. or idcntifierà pour tout entier 1 : i < n,le joueu t et lc natch [l.i]. Ccla
pcrmct alors l:lc rcpréscnlcr uD tournoi par n tableàu de 2n 1 matttrs de 1.r façor stlivdrtc. Lcs
z premiers âtcl$ sort les ùutchs [t.1],....[n.,n]. lcs (n 1) matchs suir'ânts étâ t les nâtdrs



réels. Par Lxc ple. le tour[oi prérié.lent poulrà ôLrc] représenté pâr lc tâblea[ survant :

ir. t .rl.:. ..,r,. t. l. i.i.. h.Â t2 :, .t.J.rl.^..7.u. 1,. t0l

BjeD sûl tolte atri.e d'cxti{rrs ?, de taille (2n. 1) x 2 ne code pas ur torunoi_ Er lâit, un
tolrnoi est {r(xlé par une ûrâtri(:e d'enticrs ? de taille (2n l)x2sietser erncnt si:
(1) pour tout I!.k12n 1. 

"liillll 
<7[![2lr

(2) pour rout r < À < n, 
"[k][1] 

: T[À][2] : r,r
(3) pour tout r, + 1 < À < 2r, 1, 11al[1] +"[È][2]r
(4) po,D toul tL + 1 a. k < 2n. l, 1<"1Àl[1] <l",.t l<"[À]t2l <A;
(5) pour tout 1! t; !2n 2. it e:risre un uriquc À/ > À t-.1 que i. € {T[Àll1l TtÀ!t2l}.

Queslion 1 Donnef unc irrtcrprétàtion cn fràrçâis des.ondiiions (3). (4) et (5) cxprirnées ci
dessus lxnll qu unc nâtrice T soif un totl]roi. Pâr ex.ùrple lâ.rordition (2) s'iûtcrprète comùc
|'les n prcnùcrs élér .n,ts d,e 10, t (:pt tisent.rtion d\n tcnrnoi sont les mal.lls ttL.uit,ln idcntifiét u11.x)

Jou€ùr.\ 
/'. La cordition (1) correspoul à la cotl\'ctrtior r|re le prcmicr protâgonisTe d'un natch

est, cclui de phrs perit indice.

Question 2 Écrirc ure fonction Estvraicondir ions (7, À) qui prend en nrgurùent une nlôinre
d'entic|s.lc tâille (2n 1) x2ct un entier'À telquc 1< À < 2" 2 er qui rcn\rcie true s'il cniste
Lrn uriq[c À/> À'te1 quc À € {"iÀ]'llll. 

"[Àl 
12] ] ct fatse sinon. Qudte est sa comphxité? On

supposen., s(r.nt ùûit à Ie ûri.f cr. tlut Ie nrhice I e-<t' dc L1,iLk: (2n 1) x 2.

Question 3 Écrire rme fonclioD EstunTournoi (?) qr1i prerxl en ar-grmcnt ûre rnâtrice .t crtiers
eTqui rcnrci€ true si?cst ull tournoi. ci false siror. Q[e1l..rsï sa corrp]exiré ? Or'. sup,posera,
ranr ttuoir à le "tériJiu. qu,e la, na.trùr T est de taill.. (2n 1) t 2.

On s'iniar.sle xraintenânt à lù rrânière dont sc déroule ]e iournoi. à l,àide de màiriccs.
appelêc's otclcs. qui prédiscût ]c résr tât de chaquc rat.h possible. Un oracle f, esr une rlatrlce
de boolécns. de tâille r xn qui rcprésente les fésullàts de toùs les nlatchs possibles : O{i][j] corrtient
true si i remporte ics 1rrâtcl$ joués cnhc I ct ?. et fatse sirorr (il s eùsrtit que pour torls i et

I distincts. Ofrlrl fo tient true si ct scr elrent si OIJI[4 ûo rieri, fâlse). Par coD1,?nrion, or
sùlDosera quc lcs câses de lâ diâgonale rrrlntienncnt true.

I 3 I 6

l fatse false
2 fàlse false

false false
I fal se false false fàlse false
:'t false false
6 Jalse false

FlcL,RE 2 lxenrple d ur or:r.le.

Question 4 Écrirc une foncr,ir:rn Estunoracle (O) qui prurd en àrguùrerli unc rnâtrice cle boo-
iéens el, qui rcrrîie lrrue si a, est un oràclc. ci fafse sinon. Qucllc cst sâ complcxité? On
sq)pat.\'a r\e la mn.trxc. O est d.e tûiII. n \ n.



La doûIréc d'ux toùrnoi et d'rm oracle détermine la manière dont se déronle le iournoi. Dans
ûotre exemple, or obtient le résultat déc t dàns la figùrc 3.

FIGLRE:] Déronlernent dlr toulnoi de ]â ligure I cn fonction dc l'ora(lc dc lâ Égûe 2.

Question 5 Écrire lrne lonction Vainqueùr(?,O) qùi prcncl en ârgumcnt un iourrri]i et ùù
orâcle et qrd renvoie ie vilinqucur dr tournoi ? scloll I'orâcle O. Quclle est sd" complexité ? On
slryposera que T est utr tounloi et EreO est ïLon:le.

Partie II. Vainqueurs Potentiels

Nous avons vu dàns la Partic I qû'uû toûrnoi 7 et rr oràcle f, définissâieût un raiu,$"ur.
EtanL donné un orâcle O, le vainqueur d'un toumoi peut vâder en fonction {tu toumoi ? considéré-
Nous chcrchons dans ceite partie à ideDtilier tous les vaiDqùeum possibles lorsque T larieJ mais
qùe O est fl..é. On appellera ces l?inqucurs lcs vainquaurs potenticls de ().

Question 6 Donnel utr oraclc qùi ù'.r qu'url scù] v.iirlqueu potcrticl. Dolrrer ur oracle qui a
phsicurs vâinqueurs potertiels.

Pour calcr er eficacement torls 1es vainqueus potentiels de O, norls alloDs partir d'un prcmier
lainqueur, portl en dédrdrc d'autrcs, iusqù à cc rlr'oû lcs ait tous troû1'és.

Question 7 Ecrirc tne lonctiolr UûVainqueur(O) qui prend er drt$ment rll1 orâcle O et qui
rcnvoic un vairrqueur potertiel de O. Quelle est sâ complexité ? On supposera, qu.e O est tn oraclc.

Question 8 Montrcr que si i est ùn vaintlucrrr potenticl dc O, ct qùc O prédit quc j rcmporte
le match enire i et j. âlors j cst rn vainqucur potcrrticl dc O.



Question 9 Nlorlrer quN. si ù enselllble f non vide dc ioucurs est tel (|re O prédit rlùe
chaquc joucur .le X Bâgre tous ses mâtl.ihs conlrc lcs toùeurs llols Lle X, âlors tous l.s vâinquerus
potortiels (le O sont.lâns -1.

Qùestion 10 ùn utilisânt lcs ctrlcstiors 7. 8, et 9, é.rire lù fonction VainqueursPotenriels (O)
qui plend en àrguûrcxt rl11 oracl," O et q i renvoie u n vectcur,d dc t:r,illc ?i tel que 1) lil = true si ;
cst ulr \âilqreur potentiel de O. et ri t/l = fafse sillor. Quelle est sâ complcxilô i On flpf)osern
qut: O est un ara,cle.

Partie III. Pronostics

Dâns cette par_tie. les o|arles sont rcrllplacés par des lro,osfi.s, qui donncrrt dcs thances (ou
probabilités) de victoire plutôt qLrc d.s ccltitudes. Li)bjectif de cettc pârti€ est cie calcr er lr
probàbilité qr'a .hùquo ioucur de reuporter le nnllnoi.

T,a prerrrière diflic té réside dâns ]c 18it quc I'issue.i'ùr màtch ne pertt plûs ôtlc déterminée
âvcr ccrtitudc, et que donc phrsieurs joururs pcu\Lnt potentiellement parti.ripcr 2i un même
rratch. Il fàut .lonc pouvoi| calculcr, pour chaque rratch. l'ensemble dcs jouours susceptibles .l'\
pâIr,]c]per.

Question 11 Érrire rure forrction PrenierJoueuiPossible(?,À) qui prend cr argurlerr un
tourrroi Tet u e tier À tel c1uc 1! À ! 22-l, et qui ren1 oie un \,€cterr dc booléc sZ.te tàil1c
n rel que -L til = true si lc ioucur i peut êtrc le premier joueur du mâtch d'i lice À .hr tdrD(ri
T. eT Llil - fafse sinon. On s,upposern q c T cst 1fir ttùnbt et Eu: l,: est un €ùtier canpr.is
cnlra I tt 2tr I.

Nous corrsittérons mâintenânt, rluc pour cLaque nâtch possible, 1cs charccs de victoire dc
châqùe jorteru sont dornécs par .lcs pronostics. Ut pron.osLic ]D cst uxc lrlâtrice cle r-ée]s da s

[0,1]. de tèille n x r,, ct telle que P[t]Ul est la probabilité quc i rerlporte ur rnatch contrc j (p:rr
excnplc ffll!l : 0.75 s'interp$te .ioùl]mc tle jl)ucur i à :l .:hanæs sl1r ,l de hattre Ie jou,eur j t').

n s cnsrit que Pl?lbl + PL7ll4 : r. pou1 toltt ? ct j.

Le but de la lin dc c.ttc prrtic est de câ]cr er. à tonrnoi I ct pronostic P donnés les chù1r(cs
de remporter lc tounroi porù clnque joueur. L appro.:hc proposÉc consisie à màiDtenil uû \,.cctelrr

klc tâil1c ) I,'de probabilités représcntànt lcs châ1rfes de chaque jo[eur d'ôtr. c core présent
à un rrornent donné .hr lourroi : tiva t lc nâtch I, + 1 (le premier vrai û.it(h). tc 1'cderll l,' nc
contieDdrà .tue des I I après lc dcr er. i] devra coùte]lir. les r:hanrcs dc victoire (le châ.|te joLr.ur.
Si y est le vecteur dc pr.rbâbilités coùantes â\,?nt le n1ât.ih À, ùk,rs lc r.ecteur V/ de prohabitttés
àpr'ès lc match À cst cléfirli cornme suit :

Si 'l cst Lul premier jouerr possiblc I y'[i] :vl4'

Si I est rrrr secdnt joreru possiblc : I/'ltl : t-[4 ,.

t
J €st ùn se.ô!d ioù.ùr pôssible

t
j €st ùn prcmid i.rdrf l,o\sible

(tj!l x r[r][]):

(r'bl x PI,lljl)r

si ù:y'lrl :l/[r].

Question 12 Ex utilisânt les fon.tions PrenierJoueur:Possibf e et rl]le fonctiox
annloguc SecoûdJoueurPossible (qu. I'or s âbstiencha d'écrire). é.irir. unc forction



MiseAJour (?, P, k, V) qui prend en argument un toumoi 7, un pronostic P, un match À > n+1,
et ùr vedeur de probabilités Y et qui met à joul 1e ve.cteùr de probabilités l/ après le match À

du torunoi ?. On supposera que T cst un toumoi, P est n pranostiq k est ur entier compris
enht n + 1 et 2tL 1, et V est ûL æLteur dL reels d,e lonsueur n.

Question 13 Écrire une fonction ChancesDevictoixe (?, P) qui prend en a.rgumeDt un tournoi
? et lrn p$nostic P et qùi renvoie ûr vecteur de réels y tcl que ltltl est la probâbi]ité qùe t
rcmportc le tounroi 7 selolr le prorostic P. On supposera, sans a o,ir à le uérifrer, que 1 est n
toumoi et que P est un pronostic.


