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  تحليلية الفضاء

  

 إ�دا���ت ����� ���
	�� �	�س-إ�دا���� 
ط� ���
	�� ����م

  

  

iإذا ��
ت 
�

jو  
�

kو  
�


ط� �ن ا�&%�ء . �O"ث �����ت  �ر �	�وا��� و    


ول إن ا����وث ( ), ,i j k
� � �

)أ	�س ��&%�ء و أن ا��ر�وع   ), , ,O i j k
� � �

  �م ��&%�ء�� 

  

  

  
  

  

)���ن  ), , ,O i j k
� � �


ط� �ن ا�&%�ء ����M� +� ا�&%�ء و ���ن   

� : �
�OMد� xi yj zk= + +
����� � � �

  

)ا����وث  ), ,x y z  ت�إ�دا�� -�	�M  م����� ��	
���( ), , ,O i j k
� � �

)و 
��ب   ), ,M x y z  

x  ط�
   �M	�- أ+/ول ا�

y - أر�وب�	ط�  �
  Mا�

z ط�
  �M	�- أ
	وب ا�

  

��uل �����  �
�

��uث  zو yو �xن ا�&%�ء �و�د �"�� أ0داد   xi yj zk= + +
� � ��
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)���ن  ), ,u x y z
�

)و   ), ,v x y z′ ′ ′�
)������ن �ن ا�&%�ء ا��
	وب إ�- أ	�س   ), ,i j k

� � �
αو ���ن   ∈ℝ  

� u v=
� �

 ⇔
x x

y y

z z

′= 
′= 
′= 

 

���uوع ا�������ن  �
�

vو  
�

)ھو ا������ :   ), ,u v x x y y z z′ ′ ′+ + + +
� �

 

)%رب 0دد +� ����� :  � ). , ,u x y zα α α α�
 

    
  

  
  

)���ن  ), ,
A A A

A x y z  و( ), ,
B B B

B x y z  وب إ�- ���م	

ط��ن �ن ا�&%�ء ا��( ), , ,O i j k
� � �


�/ف  Iو ���ن  �

]ا�ط��   ]AB : �
  ، �د�

ABإ�دا���ت ا������  �
����

  :( ), ,B A B A B AAB x x y y z z− − −
����

 


�/ف ا�ط��   Iإ�دا���ت  ��[ ]AB  :, ,
2 2 2

A B A B A B
x x y y z z

I
+ + + 

 
 

  

  
  
  
  

  4رط ا	����� ������ن

  

  

)���ن  ), ,u x y z
�

)و   ), ,v x y z′ ′ ′�
  ������ن �ن ا�&%�ء. 

� u
�

vو   
�

�����ن  �	0 ⇔�
x x

y y

′
=

′
0و  

y y

z z

′
=

′
0و  

x x

z z

′
=

′
 

� u
�

vو   
�

0⇔ �ر �	������ن  
x x

y y

′
≠

′
0و أ 

y y

z z

′
≠

′
0و أ 

x x

z z

′
≠

′
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��� ا������ت ا��	�وا

  

  

) ���ن ), ,u x y z
�

)و   ), ,v x y z′ ′ ′�
)و   ), ,w x y z′′ ′′ ′′�

  �"ث �����ت �ن ا�&%�ء.  

� u
�

vو   
�

w و 
�

   ���) ⇔�	�وا ), , 0dét u v w =
� � �

 

� u
�

vو   
�

wو  
�

    ���) ⇔ �ر �	�وا ), , 0dét u v w ≠
� � �

 

)��ث :  ), ,

x x x
y y x x x x

dét u v w y y y x y z
z z z z y y

z z z

′ ′′
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′

′ ′′= = − +
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′

′ ′′

� � �
  

    
  

    ����ل ��را��ري ��	��م

  

  
  

  

)ا�&%�ء �
	وب إ�- ���م  ), , ,O i j k
� � �

   

)���ن  ), ,
A A A

A x y z  ء و�ط� �ن ا�&%
( ), ,u α β γ�
  �����  �ر �
�د��  . 

                        ( ) ( ).t AM t u M D∈ = ⇔ ∈
����� �

ℝ  

)ا�
ظ�� :  )
A

A

A

x x t

y y t t

z z t

α
β
γ

= +
 = + ∈
 = +

ℝ  م�)�	�- ����" ��را��ر�� ���	� )D  ر �ن�ا��( ), ,A A AA x y z  7و ا��و�

 ��������( ), ,u α β γ�
   

  
  
  

 ���د���ن د���ر����ن ��	��م +� ا�&%�ء

  

)ا�&%�ء �
	وب إ�- ���م  ), , ,O i j k
� � �

  

)إذا ��ن  )D  ط�
��� ��را �ن ا��	�( ), ,
A A A

A x y z  و( ), ,u α β γ�
  ����� �و��� �7  +8ن ا�
ظ�� : 
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A A A
x x y y z z

α β γ
− − −= �م  �	�- 
ظ�� ���د���ن د���ر����ن =�	���( )D   9� )0α 0βو  ≠ 0γو  ≠ ≠ (  

  

  

 ����ل ��را��ري ��	�وى

  

  

)ا�&%�ء �
	وب إ�- ���م  ), , ,O i j k
� � �

  

)���ن  ), ,A A AA x y z  ء و�ط� �ن ا�&%
( ), ,u α β γ�
)و   ), ,u α β γ′ ′ ′ ′�

  ������ن  �ر �
�د���ن 

                        ( )( ) ( )2
, ' . 't t AM t u t u M P′∈ = + ⇔ ∈

����� � �
ℝ  

  

)ا�
ظ�� :  )( )2

'

' , '

'

A

A

A

x x t t

y y t t t t

z z t t

α α
β β

γ γ

′= + +
 ′= + + ∈
 ′= + +

ℝ  وى�	��� �را��ر��� "���� -�	�( )P  ر �ن�ا��

( ), ,A A AA x y z   ن��������و ا��و�7 �( ), ,u α β γ�
)و   ), ,u α β γ′ ′ ′ ′�

  

    
  

  

 ���د�� د���ر��� ��	�وى

  

  

)ا�&%�ء �
	وب إ�- ���م  ), , ,O i j k
� � �

  

)���ن  )P  ط�
)��	�وى ا���ر �ن ا� ), ,
A A A

A x y z  ن��������و ا��و�7 �( ), ,u α β γ�
)و   ), ,v α β γ′ ′ ′�

  

  

    ( ) ( ) ( ), , 0 , ,dét AM u v M x y z P= ⇔ ∈
����� � �

   

  

  

  

) ���د�� د���ر��� ���	�وى )P  : ���0ب �0- �4لax by cz d+ + + =    )( ) ( ), , 0,0,0a b c ≠ (  
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���ت و ا��	�و��ت +� ا�&%�ءا�و%�ع �	��� ���	
 ا�

  

  

���ن +� ا�&%�ء�	�� ���	
  ا�و%�ع ا�

  

)���ن  ) ( ),D D A u= �
)و   ) ( ),D B v∆ = �

���ن +� ا�&%�ء �	�  

uإذا ��
ت  •
�

vو   
�

�����ن و   �	�( )A ∈ )أو   ∆ )B D∈  8ن+( ) ( )D = ∆ 

uإذا ��
ت  •
�

vو   
�

�����ن و   �	�( )A ∉ )+8ن    ∆ )D  و(  ��واز��ن =ط�� ∆(

uإذا ��
ت  •
�

vو   
�

) �ر �	������ن و    ), , 0dét AB u v =
���� � �

)+8ن    )D  و( �ط��ن ∆(�� 

uإذا ��
ت  •
�

vو   
�

) �ر �	������ن و    ), , 0dét AB u v ≠
���� � �

)+8ن    )D  و(    �ر �	�وا���ن ∆(

  

  
  

  ا�و%�ع ا�
	��� ��	�و��ن +� ا�&%�ء

  

)���ن  ) ( ), ,P P A u v=
� �

)و   ) ( ), ,Q P B u v′ ′=
� �

  �	�و��ن +� ا�&%�ء 

• ( )P  و( )Q  ت
)��واز��ن إذا و+ط إذا �� ), , 0dét u v u ′ =� � �
)و   ), , 0dét u v v ′ =� � �

 

uأي                                 
�

vو  
�

uو   vو  �′ ′� ���  �	�وا

• ( )P  و( )Q  ت
�ط��ن إذا و+ط إذا ����( ), , 0dét u v u ′ ≠
� � �

)و   ), , 0dét u v v ′ ≠
� � �

 

uأي                                    
�

vو  
�

uو   vو  �′ ′�  ���   �ر �	�وا

  
  
  
  

  

( ) : 0P ax by cz d+ + + )��ث        = ) ( ), , 0,0,0a b c ≠         

)و   ) : 0Q a x b y c z d′ ′ ′ ′+ + + )��ث  = ) ( ), , 0,0,0a b c′ ′ ′ ≠  

• ( )P  و( )Q  ت
��0�ط��ن إذا و+ط إذا ��
a a

b b

′
≠

′
0أو  

b b

c c

′
≠

′
0أو  

a a

c c

′
≠

′
 

• ( )P  و( )Q دم�
�  �ر �� ���ث :  ��λواز��ن =ط�� إذا و+ط إذا و�د 0دد �

                        a aλ′ bو  = bλ′ cو  = cλ′ dو  = dλ′ ≠ 

• ( )P  و( )Q  دم�
�  �ر ��
ط��ن إذا و+ط إذا و�د 0دد ��λ  : ث��� 

                       a aλ′ bو  = bλ′ cو  = cλ′ dو  = dλ′ =  
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�م و �	�وى +� ا�&%�ءا�و%�ع �	�� ���	
  ا�

  

)���ن  ) ( ), ,P P A u v= � �
)�	�وى +� ا�&%�ء و   ) ( ),D D B w= �

�م +� ا�&%�ء �	�  

• ( )D  و( )P  ت
��uواز��ن إذا و+ط إذا ��
�

vو  
�

wو   
�

) �	�وا���  أي   ), , 0dét u v w =
� � �

 

• ( )D  و( )P  ت
�ط��ن إذا و+ط إذا ����u
�

vو  
�

wو   
�

)  �ر �	�وا���  أي    ), , 0dét u v w ≠
� � �

  

  
  
  

 

)+� ا�&%�ء ا��
	وب إ�- ���م �����د ��
ظم  ), , ,O i j k
r r r

  

)���ن  � ), ,A A AA x y z  و( ), ,B B BB x y z   

ABإ�دا���ت ا������ 
uuuur

  :( ), ,B B BA A AAB x x y y z z− − −
uuuur

  

):  ABا��	�+�  ) ( ) ( )2 2 2

B B BA A AAB x x y y z z= − + − + −  


�/ف ا�ط��  Iإ�دا���ت                �AB    :, ,
2 2 2

B B BA A Ax x y y z z
I
 
 
 

+ + +
 

)���ن  � ), ,u x y z
r

)و     )', ', 'v x y z
r

 

�2
ظم ����� :  2 2u x y z= + +r
2و     2 2

' ' 'v x y z= + +r
  

.ا��داء ا�	���:  ' ' 'u v xx yy zz= + +r r
  

 : ��/�?. 0u v u v= ⇔ ⊥r r r r
  

 

 ����ل ��را��ري ��	��م:� 

 

)���ن  )D  ط�
)ا��	��م ا���ر �ن ا� ), ,A A AA x y z  �������� 7و �و�( ), ,u α β γr
  

( ) ( ), ,M x y z D∈ ⇔ AM
uuuuur

uو  
r

�����ن  �	�  

                               ⇔  ( ) .t AM t u∈ =
������ �

ℝ  

                               ⇔ ( )
A

A

A

x x t

t y y t

z z t

α
β
γ







= +
∈ = +

= +
ℝ  

)ا�
ظ�� ا�?�رة �	�- ����" ��را��ر�� ���	��م  )D 

 

 ���د�� د���ر��� ��	�وى:� 

 

)���ن  )P  ط�
)و ا������  Aا��	�وى ا���ر �ن ا� ), ,n a b c
r


ظ��� ���	�وى  �( )P  

( ) ( ), , . 0

0

M x y z P AM n

ax by cz d

∈ ⇔ =
⇔ + + + =

uuuuur r

  

 

: ��/�?  
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)إذا ��ن  )P  7د���وى ���	�0ax by cz d+ + + )+8ن  = ), ,n a b c
r

)ھ� ����� �
ظ��� ���	�وى   )P.  

  


ط� 0ن �	�وى :�  �+�	� 

 

)���ن  )P  7د���وى ���	�0ax by cz d+ + + )و  = ), ,x y zΩ Ω ΩΩ ء�ط� �ن ا�&%
  

                        ( )( )
2 2 2

,
ax by cz d

d P
a b c

Ω Ω Ω+ + +
Ω =

+ +
 

  

  
  
  

 ا�&���

 

 ��ر�ف :  . أ

 

  


ط� و  ���Ωن  r�=ط� �و��� ���  0ددا �

�Mن ا�&%�ء ا��� ��ق  ���Mو�0 ا�
ط  rΩ )و 
ر�ز ��� ���ر�ز :  rو �4��0�  �Ω	�- ا�&��� ا��� �ر�زھ�  = ),S rΩ  

  

  

  

 ���د�� د���ر��� �&��� ��ر+� ��ر�زھ� و �4��0� :  . ب

  

  

)���د�� د���ر��� �&��� �ر�زھ�  ), ,a b cΩ  ��0��4 وr : ھ�  

( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  

  

  

 

  ���د�� د���ر��� �&��� ��ر+� ��Cد أ=ط�رھ� : ج .  

  

  

)���ن  )S  �رھ�أ�د أ=ط ���+AB    وM ء�ط� �ن أ�&%
  

( ) . 0M S AM BM∈ ⇔ =
uuuuur uuuuur
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���2و�0 ا�
ط ا��� ��ق: Eدرا	�  د .               2 2
0x y z ax by cz d+ + + + + + =

 
  

  

  

2 2 2
0x y z ax by cz d+ + + + + + =  D+���

2 2 2 2 2 2
4

2 2 2 4

a b c a b c d
x y z
     
     
     

+ + −+ + + + + =  

  ھ
�ك �"ث ��Eت :

• 
2 2 2

4
0

4

a b c d+ + − <  :E � ر�و�0 +��� 

• 
2 2 2

4
0

4

a b c d+ + − =  :E  د���ط� ا��
,ھ� ا� ,
2 2 2

a b c  
  

  

− − −Ω 

• 
2 2 2

4
0

4

a b c d+ + − >  :E  �ھ� ا�&��� ا��� �ر�زھ, ,
2 2 2

a b c 
 
 

− − −Ω  ��0��4و
2 2 2

4

2

a b c d
r

+ + −= 

  
  

 ا�و%�ع ا�
	��� �&��� و �	�وى

 

)���ن  )S  �ر�زھ� ���+Ω  ��0��4 وR  9%
 .( )( ),d d P= Ω  

)�0- ا��	�وى  Ωا��	ط ا���ودي ���ر�ز  ���Hن  )P  

  

  
  

)ا	����ى   )P  ��)� ���� ا	� )S  

  

  

  
  

  

  

  

)ا	����ى   )P  ���)���س 	 )S  ��

 ����  Hا	
  

    

)ا	����ى  )P  ��)���� ا	� )S  ��و

)دا#"ة  )C  ھ�%&"�H  �'(�)* و

2 2r R d= −  
  

  

 ا�و%�ع ا�
	��� �&��� و �	��م :
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)���ن  )S  �ر�زھ� ���+Ω  ��0��4 وR  9%
 .( )( ),d d= Ω ∆  

)�0- ا��	�وى  Ωا��	ط ا���ودي ���ر�ز  ���Hن  )∆  

  

)ا	�����+  )∆  ��)و ا	� )S  

  � ����ط(�ن

)ا	�����+    )∆  ���)���س 	 )S  ����� ا	�

H  

)ا	�����+    )∆  ��)�/�"ق ا	� )S  0����1 ��

 0����/�  

  

 ا��داء ا������ :

  

 ا�/��G ا�������� ���داء ا������ :  . أ

 

uإذا ��ن  xi yj zk= + +
r r rr

'و     ' 'v x i y j z k= + +
r r rr

  

+8ن 
' ' ' ' ' '

y z x z x y
u v i j k

y z x z x y
∧ = − +

r r rr r
  

  

 ا	����� ������ن :  . ب

 

0u v∧ =
rr r

    D+���u
r

vو   
r

�����ن  �	�  

  

  

 ا	����� �"ث 
ط :  . ج

  

A وB وC  D+���  �����	�0AB AC∧ =
uuuur uuuur r
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 ���د�� د���ر��� ��	�وى :  . د

  

  

0ABإذا ��ن  AC∧ ≠
uuuur uuuur r

) �ر �	����� و������� +�� ��دد �
� �	�وى  Cو Bو A+8ن ا�
ط   )ABC   

ABو ا������  AC∧
uuuur uuuur

)���	�وى  ھ� ����� �
ظ���  )ABC  

 : �
)و �د� ) ( ). 0M ABC AM AB AC∈ ⇔ ∧ =
uuuuur uuuur uuuur

  


�H ���د�� ا��	�وى �	
 7
)و � )ABC  

  


م ��ودي ��� ��)���ظ� : �ل � )ABC  �������� ون �و����
AB AC∧
uuur uuuur

  
  

  

  

 ��وازي أ%"ع:�	���  -�	��� ���ث    . ه

  

ھ� :  �ABC	��� ���ث 
2

ABC

AB AC
S

∧
=

uuuur uuuur

  

ABCDS �	��� ��وازي ا�%"ع  ھ� : AB AC= ∧
uuuur uuuur

  

  

       


ط� 0ن �	��م :  . و �+�	� 

  


ط�  �+�	�Ω  م�)0ن �	� )D  ط�
uو �و��A  ������ 7�ر �ن 
r

)ھ� :   )( ),
A u

d D
u

Ω ∧
Ω =

uuuur r

r  

  

 �وازي و ����د �	�و��ن :  . ز

  


���ر �	�و��ن ( ) : 0P ax by cz d+ + + )و  = )' : ' ' ' ' 0P a x b y c z d+ + + =  

  

( ), ,n a b c
r

)و   )' ', ', 'n a b c
r

)ھ�� ������ن �
ظ����ن ���	�و��ن   )P  و( )'P  

( ) ( )// 'P P   D+���' 0n n∧ =
rr r

  

( ) ( )'P P⊥ D+���. ' 0n n =
rr r

  

  

�ط9 �	�و��ن :  . ك� 

  

)إذا ��ن  )P  و( )'P  �������� 7م �و���ط��ن +8ن ��ط���� ھو �	���'n n∧r r
  

  




