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Suites et séries de fonctions (corrigé niveau 1).  
 
Convergence simple et uniforme de suites de fonctio ns. 
1. a. Soit x  fixé dans �. 

    • si : 0=x , alors : ∀ n  ∈ �, 0)( =xun , et la suite numérique ( )0(nu ) converge vers 0. 

    • si : 0≠x , alors : ∀ n  ∈ �, 
n

x

xn

xn
xun ∞+∞+

~
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3

, et la suite numérique ( )(xun ) converge vers 0. 

    Donc la suite ( nu ) converge simplement sur � vers la fonction nulle (notée u ). 

    Pour n  fixé si la fonction nu  est continue sur �, donc : nn uuu =− , est bornée sur tout segment [ ba, ]. 

    Puis nu  est dérivable sur � et : ∀ x  ∈ �, 0
).1(

...3
)('

222

432

≥
+

+=
xn

xnxn
xun , donc que nu  est croissante sur �. 

    Ainsi, pour tout segment [ ba, ], on a :  

      ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ [ ba, ], )()())(,)(max()( buaubuauxu nnnnn +≤≤ , d’où : )()(sup
],[

buauu nnn
ba

+≤ . 

    Puisque la suite majorante tend vers 0, on en déduit la convergence uniforme de ( nu ) sur tout segment  

    [ ba, ] vers la fonction nulle. 
b. Soit x  fixé dans �+. 
    • si : 0=x , alors : ∀ n  ∈ �*, 0)( =xun , et la suite numérique ( )0(nu ) converge vers 0. 

    • si : 0≠x , alors la suite 








n

x
 tend vers 0 et ( )(xun ) aussi. 

    Donc la suite ( nu ) converge simplement sur � vers la fonction nulle (notée u ). 

    Pour n  entier fixé, il est clair que nu  est continue sur �+, donc : nn uuu =− , est bornée sur tout  

    segment [ ba, ]. 

    De plus : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [ ba, ], )(1ln)()(0 bu
n

b
xuxu nn =







 +≤−≤ , d’où : )(sup
],[

buu nn
ba

≤ . 

    On en déduit que la suite ( nu ) converge uniformément sur tout segment vers la fonction nulle. 

c. Soit n  fixé dans �+. 
    Si α est nul, la suite ( nu ) est la suite nulle, et elle converge simplement et uniformément sur � vers la  

    fonction nulle. 
    • si : 0=x , alors : ∀ n  ∈ �, 0)( =xun , et la suite numérique ( )0(nu ) converge vers 0. 

    • si : 0≠x , alors : ∀ n  ∈ �, xn
n exu .)( −≤ , et la suite ( )(xun ) converge vers 0. 

    La suite ( nu ) converge simplement sur �+ vers la fonction nulle (notée u ).  

    Puis, pour tout n  fixé, la fonction nu  est continue sur �+, donc : nn uuu =− , est bornée sur tout  

    segment [ ba, ]. 

    Enfin : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [ ba, ], ).(....)()(0 . xnxnexuxu xn
n ϕαα =≤−≤ − , avec : ∀ u ≥ 0, ueuu −= .)(ϕ . 

    Or l’étude des variations de ϕ montre qu’elle  

    présente un maximum en 1 où elle vaut 
e

1
 et  

    son graphe a l’allure ci-contre.  
    Donc : 
    • si : 0>a , il existe un rang 0n  tel que : ∀ 0nn ≥ , an.1≤ , et dans ce cas : 

      ∀ x  ∈ [ ba, ], ).().(0 anxn ϕϕ ≤≤ , soit : ).(.sup
],[

anun
ba

ϕα≤ , 

    et on en déduit que la suite ( nu ) converge uniformément sur [ ba, ] vers la fonction nulle. 

    • si : ba <=0 , il existe un rang 0n  tel que : ∀ 0nn ≥ , bn.
.2

≤
α

π
, et : 

α
π
..2n

xn = ∈ [ b,0 ]. 
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    Alors : ∀ 0nn ≥ , α
π
.2)()()(

−

==− exuxuxu nnnnn . 

    Donc : ∀ 0nn ≥ , n
ba

ue
],[

.2 sup≤
−

α
π

, et la suite ( n
ba

u
],[

sup ) ne peut tendre vers 0. 

    Il n’y a pas alors convergence uniforme de ( nu ) sur [ b,0 ] (et évidemment pas non plus sur [0,+∞)). 

 

2. a. Si x  est fixé dans �, alors la suite ( )(xun ) converge vers 0 puisque : 
2

1
~)(

n
xun ∞+

. 

    Donc la suite ( nu ) converge simplement sur � vers la fonction nulle.  

b. Puisque : ∀ n  ∈ �, 1)()()( =−=−−− nununu nn , on en déduit que : 1)()(sup =−−−≥− nunuuu nn
R

,  

    et la suite ( uun
R

−sup ) ne peut tendre vers 0. 

    Remarque : pour tout n , il est immédiat que uun −  est bornée sur �.  

c. Si on veut éviter la valeur qui semble poser problème, on peut proposer ),[ +∞a , avec a  ∈ �. 

    En effet, pour : n  ∈ �, tel que : ann ≤−≤− 0 ,  

    (ce qui arriver toujours puisque ( n− ) tend vers -∞), la fonction nu  devient décroissante et positive sur  

    ),[ +∞a comme le montre son tableau de variations, et : 

      ∀ n  ∈�, ( 0nn ≥ )  ( )(sup
),[

auuu nn
a

=−
+∞

). 

    Donc puisque la suite ( )(aun ) converge vers 0 (vu avec la convergence simple), on en déduit que la  

    suite ( nu ) converge uniformément sur ),[ +∞a  vers la fonction nulle.   

3. a. Puisque, pour f  fixé dans �, la suite 








n

x
 tend vers 0, la continuité de sinen 0 montrer que ( )(xf n )  

    tend vers 2x . 

    Donc la suite converge simplement sur � vers la fonction f  définie par : ∀ x  ∈ �, 2)( xxf = .  

b. Pour un entier : 1≥n , la fonction ff n −  est non bornée sur � : en effet, si on calcule :  

      ∀ k  ∈ �, eknknff n ...2
2

...2
2

.)(
2

2







 +−=














 +−− ππππ
, 

    et quand k  tend vers +∞, l’image obtenue tend vers +∞. 
    La fonction ff n −  n’étant pas bornée sur �, il n’y a pas convergence uniforme de ( nf ) vers f  sur �.  

c. On commence par remarquer que : ∀ x  ∈ [ a,0 ], 1.)()(
sin

2 −=−







−
n

x

n exxfxf . 

    Puis : ∃ 0n  ∈ �, ∀ 0nn ≥ , 
2

.
π

na ≤ , et la fonction : 








n

x
x sina , est alors monotone sur [ aa +− , ]. 

    Donc : ∀ 0nn ≥ , ∀ x  ∈ [ aa +− , ], ))1(),1max((1
sinsinsin

−−≤−















−






−
n

a

n

a

n

x

eee . 

    D’où : ∀ 0nn ≥ , )1.()1.())1.(),1.(max(sup
sinsinsinsin

],[
−+−≤−−≤−
















−














−

+−

n

a

n

a

n

a

n

a

n
aa

eaeaeaeaff . 

    Enfin, quand n  tend vers +∞, la suite majorante tend vers 0, et on en déduit la convergence uniforme  
    de ( nf ) sur [ aa +− , ] vers f .  
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4. a. Pour f  fixé dans �+, et : 1≥n , on a :  

      
ππ

π
ππ

π
..4

1

..4.2
1...2sin

..4..4
1...2sin)(

22222 n

x
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x
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



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

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

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

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

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++=−








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      






=−




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






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..4
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..4
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ππ
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    et la suite ( )(xun ) tend vers 0. 

    Donc la suite de fonctions ( nu ) converge simplement sur � vers la fonction nulle.   

b. Puisque, pour n  entier fixé dans �*, la fonction : nn uuu =− , n’est pas bornée sur �, la convergence  

    de ( nu ) ne peut pas être uniforme sur �.   

    En revanche sur [ a,0 ] (pour : 0>a ), on a :  

      ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ [ a,0 ], )..2..4sin()..4sin( 2222 πππ nnxnx −+=+ . 

    Or : 
π

π
π

ππ
π

π
..2

..2
..4

1...2..2
..4

1...20
2222 n

x
n

n

x
nn

n

x
n =−







 +≤−+≤ ,  

    et comme : ∀ u  ∈ �+, uu ≤)sin( , on en déduit que : 

      ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ [ a,0 ], 
πππ ..4

.3

..4..2
)(

n

a

n

x

n

x
xun ≤+≤ . 

    On en déduit que nu  est bornée sur [ a,0 ] et que : 
π..4

.3
sup

],0[ n

a
un

a

≤ . 

    Finalement, la suite ( nu ) converge uniformément que [ a,0 ] vers la fonction nulle.  

 
5. a. On commence par étudier la fonction f  : )1ln( ttt +−a . 

    Elle est définie et de classe C1 sur �+ et : ∀ t ∈ �+, 0
11

1
1)(' ≥

+
=

+
−=

t

t

t
tf . 

    Donc f  est croissante sur [0,+∞) et elle atteint son minimum en 0 où elle est nulle. 

    On en déduit que : ∀ t ∈ �+, 0)( ≥tf , et donc : tt ≤+ )1ln( . 

    De même, on pose : ∀ t ∈ �+, 







−−+=

2
)1ln()(

2t
tttg , et g  est de classe C1 sur �+. 

    Puis : ∀ t ∈ �+, 0
1

1
1

1
)('

2

≥
+

=+−
+

=
t

t
t

t
tg , 

    donc g  est également croissante sur �+ et étant aussi nulle en 0, on en déduit que :  

      ∀ t ∈ �+, 0)( ≥tf , et donc : tt ≤+ )1ln(  
b. On peut écrire :  

      ∀ 0≥x , ∀ 1≥n , ))1(exp(
1

.exp1ln.exp)( ∞+∞+ +−=






















+−=














 +−= ox
n

o
n

x
n

n

x
nxun ,  

    et sous cette forme, il est clair que ( )(xun ) tend vers xe− . 

    Donc la suite ( nu ) converge simplement sur � vers la fonction u  : xex −
a . 

    Puis : ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ �+, 
n

x

n

x ≤






 +1ln , et : x
n

x
n −≥







 +− 1ln. ,  

    Enfin la fonction exponentielle étant croissante, on conclut avec : )()(lim)( xuxuexu p
p

x
n ==≥

+∞→

− .  

c. Soient : 0>a , et : 1≥n . 

    On déduit de ce qui précède que : ∀ x  ∈ [ a,0 ], 
n

x

n

x

n

x

n

x ≤






 +≤− 1ln
.2 2

2

,  

    d’où avec les mêmes arguments que dans la question b. :     
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      ∀ x  ∈ [ a,0 ], n

x
x

n
x eexue .2

2

.)( −− ≤≤ .     

    D’où : ∀ x  ∈ [ a,0 ], 1)1.()()(0 .2.2

22

−≤−≤−≤ − n

a

n

x
x

n eeexuxu , d’où : 1sup .2

],0[

2

−≤− n

a

n
a

euu . 

    Enfin, quand n  tend vers +∞ le majorant trouvé tend vers 0 et la suite converge uniformément sur [ a,0 ]. 

d. Pour : 1≥n  et puisque la fonction uun −  est continue sur �+, vaut 0 en 0 et tend vers 0 en +∞, elle est  

    bornée sur �+. 

    Alors on a comme précédemment : ∀ x  ∈ [0, 4 n ], 11)1.()()(0 .2

1

.2.2

2

−=−≤−≤−≤ − nn

n

n

x
x

n eeeexuxu ,  

    et : ∀ x  ∈ [ 4 n ,+∞), )()()()(0 4 nuxuxuxu nnn ≤≤−≤ . 

    Donc : )1()()1),(max(sup .2

1

4.2

1

4 −+≤−≤−
+

n
n

n
nn

R

enuenuuu . 

    Enfin : ))(exp(.exp1ln.exp)( 44
444

4 non
n

n
o

n

n
n

n

n
nnun ∞+∞+ +−=







































+−=

























+−= . 

    Donc la suite majorante tend vers 0 et la suite converge uniformément sur �+. 
 

6. a. Pour : 




∈
2

,0
π

x , 0≠x , la suite ( )(cos xn ) est géométrique et : 1)cos( <x . 

    Donc la suite ( )(cos xn )  tend vers 0 et la suite ( )(xun ) aussi. 

    Pour : 0=x , la suite ( )(xun ) est nulle et tend aussi vers 0. 

    Donc la suite de fonctions ( nu ) converge simplement sur 






2
,0
π

 vers la fonction nulle. 

    Puis : ∀ n  ∈ �, ∀ 




∈
2

,0
π

x , ))(sin).1(1).((cos))(sin.)().(cos(cos)(' 21221 xnxxnxxxu nn
n +−=−= −− . 

    Donc pour : n  ∈ �, la fonction nu  est croissante de 0 à 








+1

1
arcsin

n
 puis décroissante jusqu’en 

2

π
. 

    Comme : ∀ n  ∈ �*, 0
2

)0( =






= π
nn uu , et : 

1

1

1

1
arcsin0

+
≤

















+
≤

nn
un ,  

    on en déduit que : ∀ n  ∈ �*, 
1

1
0sup

2
,0 +

≤−







 n
un

π
, et la convergence de ( nu )sur 






2
,0
π

 est uniforme. 

b. On a immédiatement : ∀ n  ∈ �, 1)](cos[).( 2
0

12

0
=−= +


ππ

tdttv n
n . 

c. La suite ( nv ) converge simplement sur 






2
,0
π

 vers 0. 

    En effet, pour : 




∈
2

,0
π

x , 0≠x , la suite ( )(cos).1( xn n+ ) tend vers 0 par le théorème des croissances  

    comparées, donc la suite ( )(xvn ) aussi. 

    Et la suite ( )0(nv ) est toujours la suite nulle. 

    En revanche la suite ( nv ) ne converge pas uniformément sur 






2
,0
π

 vers 0 car sinon on aurait : 

      0.0).(lim).(lim1 2

0

2

0

2

0
====  +∞→+∞→

πππ

dtdttvdttv n
n

n
n

. 
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7. a. Soit x  fixé dans [0,1]. 
    Si x  est nul, alors la suite ( )0(nu ) est constante nulle donc tend vers 0. 

    Si x  est non nul, alors : ∃ 0n  ∈ �*, ∀ 0nn ≥ , x
n

<1
, car la suite 









n

1
 tend vers 0. 

    Donc : ∀ 0nn ≥ , 0)( =xun . 

    Donc dans ce cas la suite est ( )(xun ) est constante nulle à partir d’un certain rang donc elle tend vers 0. 

    Finalement, la suite converge simplement sur [0,1] vers la fonction nulle.  

b. On a immédiatement : ∀ 1≥n , 
6

1

3

.

2

.
)..1.(.).(

1

0

33221

0

21

0
=








−=−= 

n
n

n

tntn
dttntndttu . 

    Donc la suite ( nu ) ne converge pas uniformément sur [0,1] sinon on aurait :  

      0).(lim).(lim
1

0

1

0
==  +∞→+∞→

dttudttu n
n

n
n

, ce qui n’est pas le cas.   

c. Enfin, sur [ 1,a ] la convergence est uniforme puisque : ∃ an  ∈ �*, ∀ ann ≥ , a
n

<1
. 

    Donc : ∀ ann ≥ , ∀ x  ∈ [ 1,a ], 0)()( == xuxun , et : 0sup
]1,[

=− uun
a

, d’où le résultat.   

 
8. a. Soit x  fixé dans [-1,+1]. 

    Il est immédiat que ( )(xun ) tend vers x . 

    Donc la suite ( nu ) converge simplement sur [-1,+1] vers la fonction valeur absolue.  

b. Les fonctions nu  sont-elles C1 sur [-1,+1] pour tout entier : 1≥n , car : 
2

2 1

n
xx +a , est de classe C1  

    de [-1,+1] dans �+*, et la fonction  est de classe C1 sur �+*. 

    La fonction limite u , à savoir la valeur absolue, n’est évidemment pas de classe C1 sur [-1,+1]. 
c. La suite des dérivées ne converge donc pas uniformément sur [-1,+1]. 
    On peut aussi en conclure que la convergence uniforme de la suite ( nu ) sur [-1,+1] ne suffit pas pour  

    que la limite soit de classe C1, même si toutes les fonctions nu  le sont.  

 
Convergence simple, uniforme ou normale de séries d e fonctions. 
9. a.  Pour x  fixé dans �, on constate que : 

      • si : 0>x , la série diverge grossièrement. 

      • si : 0≤x , on a : ∀ n  ∈ �, 
1

1

1
)(0

22

.

+−
≤

+−
=≤

nnnn

e
xu

xn

n , et par comparaison de séries à termes  

    positifs, la série 
≥0

)(
n

n xu  converge. 

    On en déduit la convergence simple de  nu sur �-. 

    Pour la convergence normale sur �-, on remarque que l’inégalité précédente donne : 

      ∀ n  ∈ �, nn
x nn

xu α=
+−

≤
≤ 1

1
)(sup

2
0

 (il y a même égalité avec la valeur en 0). 

    On en déduit la convergence normale de  nu sur �- (la convergence de  nα  suffit). 

b. Soit x  fixé dans �+. 

    Alors : 
2

)ln(
~)(

n

n
xun ∞+

, et cette suite (à termes positifs) converge car 
n

n

n

n
n

)ln()ln(
.

2
2

3

=  tend vers 0 en +∞.   

    Donc la série converge simplement sur �+. 
    Soit maintenant [ ba, ] un segment inclus dans �+. 

    Alors : ∀ x ∈ [ ba, ], 
22

)ln(
)(0

an

bn
xun +

+≤≤ , et puisque la série majorante converge (même argument  

    qu’au-dessus), il y a bien convergence normale de la série sur [ ba, ]. 
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c. Pour x  réel fixé, on distingue deux cas : 

      • si : 0=x , alors la série 
≥0

)0(
n

nu étant la série nulle, elle converge. 

      • si : 0≠x , la série 
≥0

)(
n

n xu converge car : 
2.22 ..)(. xn

n exnxun −= , tend vers 0 en +∞. 

    Il y a donc convergence simple de la série sur �. 

    Chaque fonction nu  est impaire et nu  atteint un maximum sur �+ (à l’aide de la dérivée) en  
n.2

1
. 

    On en déduit que : 
nen

uu nn
R

1
.

.2

1
)

.2

1
(sup

4
=≤ , et la série des sup divergeant, la série ne converge  

    pas normalement sur �. 
    Si [ ba, ] est un segment contenant 0 (par exemple [ b,0 ], avec : 0>b , les autres cas du même type se  

    traitant de façon similaire), alors : b
n

≤≤
.2

1
0 , d’où : 

nen
uu nn

b

1
.

.2

1
)

.2

1
(sup

4],0[
=≥ ,  

    et la série de fonctions ne converge par normalement sur [ b,0 ],  n
b

u
],0[

sup étant divergente. 

    Si [ ba, ] est un segment qui évite 0 (par exemple [ ba, ], avec : ba <<0 , les autres cas du même type  

    se traitant de façon similaire), alors : ∃ 0n  ∈ �, ∀ 0nn ≥ , a
n

≤
.2

1
. 

    De plus, on a alors : ∀ 0nn ≥ , nu  décroissante sur [ ba, ], et : )(sup
],[

auu nn
ba

= . 

    Or 
≥ 0

)(
nn

n au converge (voir convergence simple) donc la série converge bien, donc il y a convergence  

    normale de la série sur [ ba, ]. 
d. Pour x  fixé dans [0,1], on a :  

      • si : 1≠x , ∀ n  ∈ �, n
n xxu ≤≤ )(0 , et la série converge, 

      • si : 1=x , ∀ n  ∈ �*, 
n

un

1
~)1(0
∞+

≤ , et la série diverge. 

    Il y a donc convergence simple de la série sur [0,1[. 

    Sur [0,1[, il n’y a pas convergence normale de la série puisque : ∀ 1≥n , 
n

xuu n
x

n +
=≥

→ 1

1
)(limsup

1[1,0[
. 

    Sur [ a,0 ], avec : 10 << a , il y a convergence normale, car : ∀ x  ∈ [ a,0 ], n
n axu ≤≤ )(0 , et la série  

     na est convergente. 

 
10. a. Pour x  réel fixé, la série 

≥0

)(
n

n xu  est alternée et vérifie le critère spécial des séries alternées. 

    En effet, les termes généraux en valeur absolue constitue bien une suite décroissante qui tend vers 0.   
    Donc il y convergence simple de la série de fonctions sur �. 
    De plus, toujours pour x  fixé, le critère spécial montre encore que :  

      ∀ x  ∈ �, ∀ n  ∈ �*, )()()()( 1 xuxSxSxR nnn +≤−= , 

    où on a noté nS  la somme partielle d’ordre n  de la série, et S  sa somme. 

    Donc pour n  fixé dans �, on a : ∀ x  ∈ �, 
1

1
)()( 1 +

≤≤ + n
xuxR nn , d’où : 

1

1
sup

+
≤−

n
SS n

R
. 

    On en déduit que la série de fonctions converge uniformément sur �. 
b. Si I est un intervalle de �, la série ne peut converger normalement sur I, car sinon pour tout élément x 
    de I, la série 

≥0

)(
n

n xu  convergerait absolument. 

    Or cette dernière série est toujours divergente et la série de fonctions ne converge donc normalement  
    sur aucun intervalle de �.   
 

Propriétés d’une somme de série de fonctions. 
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11. a. Notons : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ �, 
1

)..cos(
)(

3 +
=

n

xn
xun

π
 (qui dont bien toutes définies sur �). 

    Il est immédiat que la série de fonctions  nu converge normalement sur �, puisque : 

      ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ �, 
1

1
)(

3 +
≤

n
xun , et la série  +1

1
3n

 converge. 

    Donc la série de fonctions converge simplement sur �, et f est définie sur �.  
b. Pour x  réel, on a : ∀ n  ∈ �, )()( xuxu nn −= , donc en sommant ces égalités pour n variant de 0 à +∞  

    (les deux séries convergeant), on en déduit que : ∀ x  ∈ �, )()( xfxf −= , et f  est paire. 

    On aurait pu aussi plu simplement dire que : ∀ x  ∈ �, )()()()(
00

xfxuxuxf
n

n
n

n ==−=− 
+∞

=

+∞

=

.  

c. De même on constate que f  est 1-périodique (1 est une période commune  à toutes les fonctions nu ) : 

      ∀ x  ∈ �, )()()1()1(
00

xfxuxuxf
n

n
n

n ==+=+ 
+∞

=

+∞

=

.  

 
12. a. Pour : n  ∈ �, et : x  ∈ �, posons : . 

    Alors : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ �, nnn

n

n

x
xu α=≤=

3

1

3

).3sin(
)( ,  

    et comme la série 
≥0n

nα  converge, la série de fonctions 
≥0n

nu converge normalement sur � et f  est  

    définie sur �. 
    Comme de plus, toutes les fonctions nu  sont continues sur �, f  est de plus continue sur �. 

b. Pour : x  ∈ �, on a : ))sin()(.(3
3

).3sin(
.3

3

).3sin(
.3

3

).3sin(
).3(

10
1

1

0

1

xxf
xxx

xf
p

p

p

n
n

n

n
n

n

−==== 
+∞

=

+∞

=
+

++∞

=

+

. 

    En particulier : ∀ 0≠x , 
0

)0sin()sin(

0

)0()()sin()(

.3

).3(

0.3

)0().3(

−
−−

−
−=−==

−
−

x

x

x

fxf

x

x

x

xf

x

xf

x

fxf
. 

    Si f  était dérivable en 0, on aurait, en faisant tendre x  vers 0 : 1)0(')0(sin')0(')0(' −=−= fff ,  
    ce qui est impossible. 
    Donc que f  n’est pas dérivable en 0. 
 

13. Notons M  un majorant de la suite ( na ), et posons : ∀ n  ∈ �,  ∀ x  ∈ �+*, xn
nn eaxu ..)( −= . 

Alors : ∀ x  ∈ �+*, ∀ n  ∈ �, nx
n eMxu ).()( .−≤ ,  

et le majorant est le terme général d’une série géométrique convergente. 
Par comparaison de séries à termes positifs, la série de fonctions  nu converge simplement sur �+*. 

Donc f  est définie sur �+*. 

De plus, toutes les fonctions nu  sont de classe C1 sur �+* et : ∀ n  ∈ �,  ∀ x  ∈ �+*, xn
nn eanxu ...)(' −−= .   

Enfin, la série  'nu  converge normalement sur tout intervalle [ +∞,a ) avec : a<0 . 

En effet :  
  • ∀ x  ∈ �+*, ∀ n  ∈ �, n

na
n enMxu β=≤ − ....)(' , et :  

  • 0.lim 2 =
+∞→ n

n
n β , donc : 







= ∞+ 2

1

n
onβ , et la série  nβ  converge. 

Donc f  est de classe C1 sur �+* et on obtient sa dérivée sur �+* en dérivant terme à terme la série. 
 

14. a. Il est immédiat que  nu converge normalement sur �, car : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ �, 
!

1
)(

n
xun ≤ .  

    Donc elle converge uniformément et simplement sur �.  
b. Le même argument montre que  nv  converge aussi normalement donc uniformément sur �. 

c. La fonction σ  est de classe C∞ sur � car : 
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      • ∀ n  ∈ �, nv  est de classe C∞ sur �, 

      • pour tout : p  ∈ �, la série de fonctions  )( p
nv converge normalement sur � car : 

         ∀ x  ∈ �, )
2

..cos(.
!

)()( π
pxn

n

n
xv

p
p

n += , et : np

p
p

n n

n
xv ,

)(

!
)( α=≤ . 

    Or on a plus : 0.lim ,
2 =

+∞→ np
n

n α , par le théorème des croissances comparées et : 






= +∞→ 2,

1

n
onnpα , 

    ce qui garantit bien la convergence de 
≥0

,
n

npα  et la convergence normale de  )( p
nv  sur �. 

d. On remarque ensuite que : ∀ t ∈ �, ))cos(.3).3.(cos(
4

1
)(cos3 ttt += . 

    Donc : ∀ x  ∈ �, ∀ n  ∈ �, ))().3(.(
4

1
)( xvxvxu nnn += , puis en sommant : ))().3(.(

4

1
)( xxxS σσ += . 

e. Il est alors immédiat que S est de classe C∞ sur �. 
 

Etude de sommes de séries de fonctions (limite en u n point, tracé de courbes…). 
15. a. On va noter : ∀ n  ∈ �,  ∀ t ∈ �+*, tni

nn eatu ...)( = . 

    Alors : ∀ n  ∈ �, ∀ t ∈ �, nn atu =)( , et la série 
≥0n

na  converge. 

    Donc la série 
≥0n

nu  converge normalement sur �. 

   Comme de plus, toutes les fonctions nu  sont continues sur �, donc S  est définie et continue sur �. 

b. Notons cette fois : ∀ p  ∈ �, ∀ n  ∈ �,   ∀ t ∈ �+*, tpitni
nnp eeatv ....

, ..)( −= . 

    Alors pour p  fixé, la série de fonctions 
≥0

,
n

npv converge encore normalement sur � puisque : 

      ∀ n  ∈ �, ∀ t ∈ �, nnp atv =)(, . 

    Donc on peut intervertir série et intégrale et : 

        
+∞

=

−
+∞

=

+∞

=

− ====
0

.2

0

)..(

0

.2

0 ,

.2

0
0

,

.2

0

.. ..).(.)(.).(
n

tpni
n

n
np

n
np

tpi
p dteadttvdttvdtetSI

ππππ
. 

    De plus :  

      • si : pn ≠ , alors : 0
).(

.
.2

0

)..(.2

0

)..( =








−
=

−
−


π

π

pni

e
dte

tpni
tpni , 

      • si : pn = , alors : π
ππ

.2.
.2

0

.2

0

)..( == 
− dtdte tpni . 

    Finalement : ∀ p  ∈ �, pp aI ..2π= . 

 
16. a. La fonction sous l’intégrale est définie et continue sur [0,2.π], comme quotient de fonctions définie et  

    continues sur [0,2.π], la seconde ne s’annulant pas sur [0,2.π]. 

    Puis : ∀ θ ∈ [0,2.π], 
∞+

=
+

+∞+

=
−=








−==

+ 0
1

)..(

0

...

.

..

2
.)1(

2
.

2
)(

2 k
k

nki
k

k

kini

i

ni eee
S

e

e θθθ

θ

θ

θ , 

    l’écriture sous forme de série géométrique étant garantie par le fait que : ∀ θ ∈ [0,2.π], 1
2

.

<−
θie

. 

b. Puisque : ∀ k  ∈ �, ∀ θ ∈ [0,2.π], on a : 
11

)..(

2

1

2
.)1( ++

+

≤−
kk

nki
k e θ

, on en déduit la convergence normale de  

    cette série de fonctions sur [0,2.π]. 

c. On peut donc écrire, en intervertissant les symboles : ∀ n  ∈ �, 
+∞

=
+

+

−=
0

.2

0 1

)..(

.
2

.)1(
k

k

nki
k

n d
e

I
π θ

θ . 
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    On calcule alors : ∀ n  ∈ �, ∀ k  ∈ �, 
+

++

+ −=−
π θπ θ

θθ
.2

0

)..(
1

.2

0 1

)..(

..
2

)1(
.

2
.)1( ded
e nki

k

k

k

nki
k . 

    Enfin : ∀ n  ∈ �,  

      • si : 0≠+ nk , 0
).(

.
.2

0

)..(.2

0

)..( =








+
=

+
+


πθπ θ θ

nki

e
de

nki
nki , 

      • si : 0=+ nk , πθ
π θ .2.
.2

0

)..( =
+ de nki . 

    Conclusion : 
      • si : 0>n , alors : 0=nI , 

      • si : 0≤n , alors : ππ .)2(.2.
2

)1(
1

n
n

n

nI −=−= +−

−

. 

 

17. a. Si : 10 <≤ x , alors : 1
1

1
lim =

++∞→ nn x
, et la série définissant )(xf  diverge grossièrement. 

    Si : 1=x , alors : 
2

1

1

1
lim =

++∞→ nn x
, et il y a encore divergence grossière. 

    Si : 1>x , alors : ∀ n  ∈ �, 
n

nn xxx







=≤
+

≤ 11

1

1
0 . 

    La série majorante étant géométrique et convergente, la série définissant )(xf  converge par  
    comparaison de séries à termes positifs. 
    On conclut que : D f  = ]1,+∞). 

b. Si on note : ∀ n  ∈ �, ∀ 1>x , 
nn

x
xu

+
=

1

1
)( , alors : 

      • toutes les fonctions nu  sont continues sur ]1,+∞), 

      • ∀ 1>a , ∀ n  ∈ �, ∀ ),[ +∞∈ ax , n

n

n a
xu α=







≤ 1
)( , 

      • 
≥0n

nα  converge, ce qui entraîne la convergence normale de 
≥0n

nu  sur [ +∞,a ). 

    Donc f  est continue sur ]1,+∞). 

c. Puisque toutes les fonctions puissances (à exposant positif) sont croissantes sur �+, les fonctions nu   

   sont décroissantes sur ]1,+∞) et comme somme (même infinie), f  est décroissante. 

   Donc f  admet une limite (finie ou infinie) en 1+. 

   On peut également écrire : ∀ N  ∈ �, ∀ 1>x , )(
1

1
)(

0

xS
x

xf N

N

n
n

=
+

≥
=

. 

   Et comme : ∀ N  ∈ �, 
2

1
)(lim

1

+=
+→

N
xS N

x
, on aurait : 

2

1
)(lim

1

+≥
+→

N
xf

x
, si cette limite était finie. 

   Comme ça ne peut pas se produire, on conclut que : +∞=
+→

)(lim
1

xf
x

. 

 

18. a. On commence par poser : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ �, 
).1.(

)(
2xnn

x
xun +

= . 

    Pour réel fixé, on distingue deux cas : 
      • si : 0=x , alors la série 

≥1

)0(
n

nu  est la série nulle et converge (de somme 0), 

      • si : 0≠x , alors 
xn

xun .

1
~)(

2∞+
, et la série 

≥1

)(
n

n xu  est absolument convergente. 

    Donc la série de fonctions  nu converge simplement sur �, et : DS = �.   
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b. On constate immédiatement que : ∀ x  ∈ �, )()()()(
11

xSxuxuxS
n

n
n

n ==−=− 
+∞

=

+∞

=

, et S  est impaire. 

    Puis : 1
1

11

)1.(

1
)1(

11

=






+
−=

+
= 

+∞

=

+∞

= nn nnnn
S  , comme somme d’une série télescopique convergente. 

c. On constate que : 

      • ∀ n  ∈ �*, nu  est de classe C1 sur �*, et : ∀ n  ∈ �*, 
22

2

).1.(

.1
)('

xnn

xn
xun +

−= , 

      • la série  nu converge simplement sur � donc sur tout segment : [ ba, ] ⊂ �*, 

      • la série ' nu  converge normalement sur tout segment : [ ba, ] ⊂ �*, car : 

            ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [ ba, ], 
42

2

22

2

.
~

).1.(

.1
)('

an

b

ann

bn
xun ∞++

+≤ , et la série majorante converge. 

    Donc S  est de classe C1 sur �*, et : ∀ x  ∈ �*, 
+∞

=

+∞

= +
−==

1
22

2

1 ).1.(

.1
)(')('

nn
n

xnn

xn
xuxS .  

d. Utilisons un argument pour une double limite : 
      • la série  nu converge normalement sur [1,+∞) car :  

        ∀ n  ∈ �*, ∀ 1≥x , 
2222

1

.

1

.
)(

nxnxn

x
xun ≤=≤ , 

      • ∀ n  ∈ �*, nu  a une limite finie en +∞ égale à : 0)(lim ==
+∞→

xuL n
x

n , 

      • la série des limites en +∞ est convergente. 

    On peut alors écrire : 0)(lim)(lim)(lim
111

==== 
+∞

=

+∞

= +∞→

+∞

=+∞→+∞→
n

n
n

n
x

n
n

xx
LxuxuxS .  

e. Puisque, pour : 0>x , la série 
≥ +1

2 ).1.(

1

n xnn
, est à termes positifs et qu’elle converge, toute somme  

    partielle de cette série est inférieure à sa somme, d’où le résultat demandé.  

f. Etudions, pour : 0>x , le taux d’accroissement en 0 : 
+∞

= +
=−=

1
2 ).1.(

1)0()(
)(

n xnnx

SxS
xT . 

    On constate que :  

      ∀ 0>x , ∀ N  ∈ �*, 
x

SxS

xnn

N

n

)0()(

).1.(

1

1
2

−≤
+

=

. 

    Si ce taux d’accroissement avait une limite finie  
    L  en 0, alors en passant à la limite en 0 dans  
    l’inégalité précédente, on aurait :  

      ∀ N  ∈ �*, L
n

N

n

≤
=1

1
. 

    L  serait donc supérieure à toutes les sommes  
    partielles de la série harmonique, ce qui est 
    impossible puisque la série harmonique diverge  
    vers +∞. 
     
    Donc le taux d’accroissement de S  en 0 n’a pas de limite finie en 0 et nu  n’est pas dérivable en 0. 

    On peut pour finir remarquer que T , comme somme de fonctions décroissantes (somme infinie mais  
    convergente) est elle-même décroissante, donc en 0+, elle tend vers une limite finie ou +∞.  
    Mais puisque T  n’a pas de limite finie en 0, T  tend vers +∞ en 0+ (mais aussi en 0- par imparité). 
    Donc la courbe présente de S  présente bien une tangente verticale en 0. 
g. On trouvera plus haut le graphe de S , conforme aux résultats obtenus dans les questions précédentes.  

19. a. On commence par définir : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ �+, 
n

n

n
x

xn
xu

+
=

−

1

.
)(

1

. 

    Soit donc x  un réel positif. 
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      • si : 0=x , )(xS  existe comme somme de la série nulle, 

      • si : 10 << x , on a : 1.~)( −

∞+

n
n xnxu , et puisque 12 .. −nxnn  tend vers 0 quand n  tend vers +∞, la série  

         numérique correspondante est absolument convergente, 

      • si : 1=x , on a : ∀ n  ∈ �*, 
2

)1(
n

un = , et la série correspondante diverge grossièrement, 

      • si : x<1 , on a : 
x

n
xun ∞+

~)( , et la série correspondante diverge à nouveau grossièrement. 

    Donc la série de fonctions converge simplement sur [0,1[ et S  est définie sur [0,1[. 

b. On commence par constater que : ∀ 2≥n , ∀ x  ∈ [0,1[, 0
)1(

)1.(
)('

2

2

≥
+

−−=
−

n

nn

n
x

xnx
xu . 

    Donc ϕ : )()(
1

1
)( 1 xuxS

x
xSx −=

+
−a , est croissante comme somme (convergente) de fonctions  

    croissantes sur [0,1[. 

    On en déduit que ϕ admet une limite (finie ou infinie) en 1, et comme 1u  admet pour limite 
2

1
 en 1, S   

    admet également une limite (finie ou infinie) en 1. 
    On va montrer que S  ne peut avoir en 1 une limite finie. 
    Pour cela, supposons que ce soit le cas, à savoir : LxS

x
=

<
→

)(lim
1

. 

    Alors on constate qu’on a aussi : ∀ x  ∈ [0,1[, ∀ N  ∈ �*, 
=

−+∞

=

−

+
≥

+
=

N

n
n

n

n
n

n

x

xn

x

xn
xS

1

1

1

1

1

.

1

.
)( . 

    Donc toutes les fonctions apparaissant au-dessus ayant une limite finie en 1-, on aurait :  

      
===

−

<
→

<
→

==
+

≥=
N

n

N

n

N

n
n

n

xx
n

n

x

xn
xSL

111

1

11
.

2

1

21

.
lim)(lim . 

    Or c’est impossible puisque la série harmonique diverge vers +∞. 
    Donc : +∞=

<
→

)(lim
1

xS
x

. 

20. a. On commence par poser : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ �, nx
n

n e
n

xu −−= .
)1(

)( . 

    Soit : x  ∈ �. 

      • si : 0>x , on constate que : nx
n enxun .22 .)()(. −= , tend vers 0 en +∞, du fait du théorème des  

    croissances comparées et la série 
≥1

)(
n

n xu  converge absolument, 

      • si : 0=x , la série converge par le critère spécial des séries alternées (série harmonique alternée), 
      • si : 0<x , la série diverge grossièrement, toujours avec le théorème des croissances comparées. 
    Donc la série de fonctions converge simplement sur �+, et : DS = �+.   

b. Pour : n  ∈ �*, nu  est de classe C1 sur �+, et : ∀ x  ∈ �+, nx
n

n e
n

xu −
+−= .

)1(
)('

1

. 

    Pour x  dans �+, on constate alors que la série 
≥1

)('
n

n xu  vérifie le critère spécial des séries alternées. 

    En effet, la suite des termes généraux est bien alternée et décroît en valeur absolue (comme produit de  
    suites positives décroissantes) vers 0.   

    Donc : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ �+, 
1

1
.

1

1
)(')(')( 1

1
1 +

≤
+

≤≤= +−
+

+∞

+=


n
e

n
xuxuxR nx

n
nk

kn . 

    On en déduit que : ∀ n  ∈ �*, 
1

1
sup

+
≤

+ n
Rn

R

, et la série  'nu  converge uniformément sur �+. 

    En résumé : 
      • ∀ n  ∈ �*, nu  est de classe C1 sur �+,  
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      • la série  nu converge simplement sur �+, 

      • la série ' nu  converge uniformément sur �+, 

    donc S est de classe C1 sur �+ et :  

      ∀ x  ∈ �+, 
+∞

=

−
+−=

1

1

.
)1(

)('
n

nx
n

e
n

xS  

c. On constate de plus que pour tout : x  ∈ �+, la série 

      
≥1

)('
n

n xu  vérifie aussi le critère spécial des séries 

    alternées et en particulier la somme de cette série est  
    du signe du premier terme, donc positive. 
    S  est donc croissante �+ et négative sur �+ (même  
    argument pour la somme )(xS  que pour )(' xS ). 
    Enfin :  
      • ∀ n  ∈ �*, nu  a pour limite 0 en +∞, 

      • la série de ces limites est évidemment convergente, 
      • la série de fonctions converge uniformément sur �+ (démonstration identique à celle faite pour la  
    série des dérivées),  

    donc : 0)(lim)(lim)(lim
11

=== 
+∞

= +∞→

+∞

=+∞→+∞→
n

n
x

n
n

xx
xuxuxS .  

    On en déduit l’allure du graphe de S  (voir plus haut). 
 

21. a. Pour : 0≤x , la série définissant )(xS  diverge grossièrement. 

    Pour : 0>x , on a avec le théorème des croissances comparées :  

      0.lim 2 =−

+∞→

nx

n
en , car : )ln(.22. nnxnx een +−− = , et la série converge. 

    Donc : D  = �+* 

b. On note : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ �+*, nx
n exu −=)( .  

    Toutes les fonctions nu  sont continues sur �+* et : 

      ∀ 0>a , ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [ +∞,a ), n
na

n exu α=≤ −)( ,  

    et la convergence de 
≥0n

nα  entraîne la convergence normale de 
≥0n

nu  sur [ +∞,a ). 

    Donc S  est continue sur ]0,+∞). 
    De plus, toutes les fonctions nu  sont décroissantes sur �+*, donc comme somme (même infinie) de  

    fonctions décroissantes, S  est également décroissante sur ]0,+∞). 
c. Chaque fonction nu  a une limite finie en +∞ (nulle pour : 1≥n , et égale à 1 pour : 0=n ). 

    De plus la série des limites converge et la série de fonctions 
≥0n

nu  converge normalement sur [1,+∞). 

    Donc : 1)(lim)(lim
0

==
+∞

= +∞→+∞→
n

n
xx

xuxS . 

d. Pour : 0>x , la fonctions exponentielle étant croissante, on peut écrire : 

      ∀ 0≥n , ∀ t ∈ [ 1, +nn ], nxtxnx eee −−+− ≤≤1 , et donc : nxn

n

txnx edtee −+ −+− ≤≤ 
11 . . 

    Toutes les quantités qui apparaissent étant convergentes, on somme pour n  variant de 0 à +∞, et : 

      
+∞

=

−+∞ −
+∞

=

+− ≤≤
0

0
0

1 .
n

nxtx

n

nx edtee , ou encore : )(.1)(
0

1

xSdtexSe tx

n

nx ≤≤−= 
+∞ −

+∞

=

− . 

    Avec le changement de variable croissant et de classe C1 sur �+* : txu .= , on obtient : 

      
+∞ −+∞ − =
020

...
2

. dueu
x

dte utx ,  

    puis classiquement par intégration par partie (la partie intégrée a une limite finie en +∞) : 
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      1][0.].[.. 0000
=−+=+−= ∞+−+∞ −∞+−+∞ −


uuuu edueeudueu ,  

    soit : ∀ 0>x , 1
2

)(
2

22
+≤≤

x
xS

x
, et finalement avec le théorème des gendarmes : 

20

2
~)(

x
xS

+
. 

 
22. a. On montre immédiatement par récurrence que les fonctions nu  sont définies et continues sur [0,1].  

    Si on étudie la fonction : 2ttt −a , sur [0,1], on vérifie que : ∀ t ∈ [0,1], 
4

1
0 2 ≤−≤ tt ,  

    son maximum étant atteint en 
2

1
, où elle vaut 

4

1
.  

    Pour le résultat suivant, on le démontre également par récurrence :  

      • 
00

]
4

1
,0[ 4

1
1sup ==u . 

      • et si on suppose le résultat vrai pour un entier : 0≥n , donné alors :  

       ∀ x  ∈ ]
4

1
,0[ , 

1
]

4

1
,0[

0

2

0

2
1 4

1

4

1
.

4

1
sup..)().()( ++ =≤≤−≤−=  nnn

x

n

x

nn uxdtttudtttuxu ,  

      d’où : 
11

]
4

1
,0[ 4

1
sup ++ ≤

nnu , ce qui termine la récurrence.  

b. On en déduit que : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ [0,1], ∀ t ∈ [ x,0 ], 
4

1
0 2 ≤−≤ tt ,  

    donc : 
nnn uxxu

4

1
sup.)(

]
4

1
,0[

≤= ,  

    et on en déduit bien la convergence normale de la série de fonctions sur [0,1].  
 

Fonction ζ de Riemann. 

23. a. L’étude des séries de Riemann montre que : ∀ x  ∈ �, (
+∞

=1

1

n
xn

 converge) ⇔ ( 1>x ),  

    d’où : Dζ = ]1,+∞). 

b. Notons : ∀ n  ∈ �*, ∀ 1>x , )ln(.1
)( nx

xn e
n

xu −== . 

    Alors : ∀ n  ∈ �*, ∀ 1≥p , nu  est de classe Cp sur ]1,+∞), et :  

      ∀ 1>x , 
x

p
p

n
n

n
xu

))ln((
)()( −= . 

    Puis, pour : 1>a , on a :  

     ∀ p  ∈ �, ∀ x  ∈ [ +∞,a ), 






==≤ ∞+− cca

p

ca

p
p

n n
o

n

n

nn

n
xu

1))(ln(
.

1))(ln(
)()( ,  

    avec : ac <<1 , du fait du théorème des croissances comparées. 

    Donc 
≥1

)(

n

p
nu converge normalement sur [ +∞,a ), pour tout : 1>a   

    On en déduit que ζ est de classe C∞ sur Dζ. 

    De plus : ∀ 0≥p , ∀ 1>x , 
+∞

=

−=
1

)( ))ln((
)(

n
x

p
p

n

n
xζ . 

c. ζ est de classe C2 sur ]1,+∞), et :  
      ∀ 1>x , 0)('' ≥xζ , comme somme d’une série à termes positifs.  

d. La série définissant ζ converge normalement sur [2,+∞), chaque fonction nu  a une limite finie en +∞,  

    nulle pour : 2≥n , égale à 1 pour : 1=n , et la série de ces limites converge. 
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    Donc : 1)(lim)(lim)(lim
11

=== 
+∞

= +∞→

+∞

=+∞→+∞→
n

n
x

n
n

xx
xuxuxζ .  

    La dérivée de ζ étant négative, ζ est décroissante sur ]1,+∞), donc ζ admet une limite (finie ou infinie) 
    en 1 qu’on va noter L . 

    On peut ensuite écrire : ∀ N  ∈ �*, ∀ 1>x , 
=

+∞

=

≥=
N

n
x

n
x nn

x
11

11
)(ζ . 

    Si L  était réelle, en passant à la limite en 1, on aurait : 
=

≥
N

n n
L

1

1
. 

    Or la série harmonique diverge vers +∞, donc L  ne peut être réelle et : +∞=
→

)(lim
1

x
x

ζ . 

    La courbe représentative de ζ présente deux asymptotes, l’une verticale en 1, l’autre horizontale en +∞.  


