Séries Numeériques (corrigé niveau 1).

Séries télescopiques.
1. La série proposée est clairement télescopique, construite avec la suite (a,) donnée par :
1
OnON, a,=e".
Puisque (a,) converge (vers 1), la série converge et sa somme vaut e—1.

X"-x" 1 1
@L-x").0-x")  @1-x™) (@-x")
1
@-x")
Pour X dans lintervalle proposeé, (a,) converge vers 1, donc la série z (L-x).u, converge et sa somme

n21

2. Ecrivons comme proposé : (L-x).u, =

et la série apparait bien comme télescopique en posant: 0 n=1, a, =

1 X
vaut : -1= .
1-x 1-x

Puisque 1- X est non nul, la série Zun converge aussi et sa somme est (=x)? .
- X
n21

3. On peut écrire : In[l—n—lzj =In(n* =1 - In(n?®) =[In(n+1) = In(n)] = [In(n) = In(n-1)]

et la série est bien télescopique en posant: 0 n=2, a, =In(n)—In(n—-1) = —In(l—ij.
n

Puisque la suite (a,) converge (vers 0), la série est donc convergente et sa somme vaut :
a,-0=1In(2)-In(@ =In(2).
Remarque : la convergence de la série pouvait étre obtenue simplement avec un équivalent.

4. On peut s’inspirer d’une situation déja rencontrée et chercher a mettre u, sous forme télescopique.
1
n(n+1..n+m-1)"

Toujours en s’inspirant d’'un exercice déja vu, on peut poser : I n ON*, a, =

On constate alors que :
1 B 1 _ n—(n+m)

(n+1..n+1+m-1) n@n+D..n+m-1) n(+D..n+1+m-1)’

autrementdit: 0 n ON* a ., —a, =—-mu

OnON a,-a, =

o
Puisque la suite (a,) converge clairement vers 0, on en déduit que la série Z(an+l —a,) converge donc

n21

la série > u, aussi.

n21

— 1& 1 11 1
Enfn: u, =-——> (a,,,-a,)=—.0-a)=——=—.

; n m ;( n+l n) m ( al) m m mm
Séries a termes positifs ou de signe constant.

1 ~ —, donc la série diverge puisque la série harmonique
+ ] o n

5. « La premiere série est a termes positifs et : —
n

diverge.
chin) €' _ _,
ch(2n) +e?"
Comme cette derniére série est géométrique, de raison positive strictement intérieure a 1, elle converge et
la série de départ aussi.

 Pour la deuxiéme série, elle est encore a termes positifs et :
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« Utilisons un développement limité pour cette troisieme série en écrivant :
n*+n+1
n®+n-1

puisparexemp.e-|n(1+z+ij-(1+ij_1(1+if+o (L)-2e tvo (L)
' n n? n n*) 2\n n? “n?) n 2n* n?)
. 2 1 2
Finalement: u, =—+0,,| < |~—-

) 1 1) (1 1 1 1Y 1Y_1 3
Deméme: Inl+—-— = —-— |-~/ —=—| +0,,| 5 |==—~= 5 10| |
n n n n 2n n
n n?

n n? n n
» Pour cette derniere série, on écrit simplement :

1" 1 1 1 1 1 1
(1+—) =ex n.In(1+—j =exgn ——-—— +0+w(—2j =eex ‘—+0+w(—j ,
n n n 2n n 2n n
soit : (1+1j =e 1—i+o+m(1j , etdonc : e—[1+£j :i+0+w[1j_
n 2.n n n 2.n n

Finalement, les deux séries sont toutes deux positives (également garanti a partir d'un certain rang) et la
seconde est divergente, donc la série proposée I'est aussi.

O0nx1, u, :In( jzln(nz+n+1)—|n(n2+n—1):In[1+1+i2j—ln[1+1—i2j
n n n

[EEN

N

6. e« La premiére série converge car : n2.(n2.e‘ﬁ) = n4.e‘ﬁ, tend vers 0 en +oo.

nl : - PR , .
. E W diverge car son terme général ne tend pas vers 0 (théoreme des croissances comparées).
n(n).e”

1 , s iy 1 1 In(n)} 1
. Z— diverge car c’est une série a termes positifset: —=—expg -———— | ~—.
ni/n nin n n J+n
Par comparaison de séries a termes positifs, la série proposée diverge.

7. a. Tout d’abord, les termes de la suite (U, ) sont strictement positifs, donc (V,) est bien définie.

Puis : v, = In| -2 | =|n w +1+a.|n(n—+1j:—n.In(1+1j+1+a.ln(1+1j.
u, (n+" n n n

On utilise alors un développement limité de In(1+u) a I'ordre 3 pour le premier logarithme et a I'ordre 2
pour l'autre, et :

1 1 1 1 1 1 1
V=N ——-———+-—+o0,,| S ||t1ta|———=+t0,.,| =
n 2n 3.n n n 2n n
=lat+=|——-|=+=|—=+0, | —= |
2)n (2 3)n? n®

Distinguons alors plusieurs cas :

1 1\1 - -y N : "
*a> _E ,ona: v, ~|a +§ .—, et les deux séries ont des termes généraux de méme signe (positif)
+00 n

a partir d'un certain rang, la seconde divergeant et la série ZVn aussi.
1 , 1)\1 « s f o
* a< _E ;onatoujours: v, ~| a +§ .—, et le méme argument (pour des seéries a termes négatifs
+00 n
cette fois) montre que la série an diverge encore.

o O =-

N

. 11 L . N .
; on a cette fois : v, ~—E.—2 , et les deux séries ont des termes géenéraux de méme signe
n

+o00

(négatif) & partir d’'un certain rang mais cette fois convergent.

1 - , .
b. Pour: a =——, la série ZV converge donc la suite (In(u,)) converge vers une valeur réelle L.
2 n n
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8.

10.

Donc (u, ) converge vers : C = e" >0, ce qui s’écrit encore : u, ~C, d’ou I'équivalent (qui correspond
+00

J ;C.n“.e‘n An

1

au début de la formule de Stirling) : n| C n".e".n (

Toutes les séries évoquées sont a termes réels positifs.
* pour la premiere, on peut écrire simplement: O n ON, 0<max,,v,) <u, +Vv,.

Donc par majoration (pour des séries a termes positifs), la série Zmax@Jn ,V,,) converge.

[ [ 2
» pour la deuxiéeme,onaencore: 0 n ON, 0<.,/u v, < Un * Vi ,car: Un TVn _ u.v :M.
p n*Yn 2 2

2 n*'n

Donc a nouveau par majoration, la série Z,/un.vn converge.

= : u,.v u, +v
« pour la troisiéme, on atoujours: O n ON, 0<—"" <" " ‘car: (u, +v,)*-2u,Vv, =(u, -V, )>.
u, +v, 2

: L L u,.Vv,
Une fois de plus par majoration, la série Z Lo
u, +v

n n

converge.

a. Puisque ZUH est a termes positifs, les termes de ZVn sont définis et positifs.

Puis: 0O n ON, 0s—"—<u,, donc par majoration de série a termes positifs, Zvn converge.
1

+un

b. Supposons maintenant que »_v, converge.
Alors son terme général v, tend vers 0.

v
Deplus:0nON,u, =—"—~v
1-v, *=

n

Par comparaison de séries a termes positifs, la série ZUn est donc convergente.

Puisque la série Zan converge, son terme général a, tend vers 0.

o : In(a,)
Dans ce cas, il existe unrang notelque: 0 n=n,, 0<a, <1,etdonc: a" =exp —= |<1
n

1t 1 1t

Donc:Onz=n,, 0<a," =a,a" <a,, etla série Za " converge par comparaison de séries a termes
n=1

positifs.

11. a. On peut évidemment penser a une récurrence.

Jol

1 1 1
 Le résultat annoncé est vrai pour : n =1, puisque :1- \/1u =1- \/1 =l-—=—=Uu,= > uUu,.
p puisg ) AT DUy

n
* Soit: n21, tel quonait: Y u, =1-+v/nu,.
k=1

. n+l L L \/ﬁ \/ﬁ N
plors: ;uk =L, U =1 (1+\/_1).(1+\/§)...(1+\/ﬁ)+(1+\/_1).(1+\/§)...(1+\/n_+1)’SO"'
ot _ Jnla+n+1-y 0 Jnia/n+1 I
;uk_ (1+f1).(1+\/E)...(1+\/n+1)_1 (1+\/_1).(1+\/§)...(1+\/n+1)_1 Nt L,

ce qui termine la récurrence.
b. Comme il est clair que la série est a termes positifs, on en déduit que la suite des sommes partielles est

n
croissante, puis que : [0 n [0 N*, Zuk <1, autrement dit que cette suite est majorée.
k=1
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Donc la suite des sommes partielles converge et la série Z u, aussi.

n=1

1

(1+iJ est a termes positifs et : In(1+—j
Jn ' Jn
de Riemann, la série ZIn(1+iJ est divergente.
= Jn
0 1
.Sionnotealors: 0 n=1, S =) Infl+—|,ona:
(\/11] [H (1+\/_)J n ((1+J1) @++/n)

Jnl
On en déduit, puisque :

~

1
- dn

. La série ZIn

nx1

n

=2

k=1

1

I,

Jr

n- +oo

que : lim vnu, =0, et finalement : Zu

n- +oo
n=1

donc par comparaison a une série

],et:\/ﬁ.un:

lim S, =+, du fait de la divergence de cette série a termes positifs, donc

Pour un équivalent de u,, on pourra se reporter a la feuille d’exercices « intégration », dans le

paragraphe « comparaison série-intégrale » niveau 3.

12. a.
titre est une série convergente.

Pour n fixé, non nul, R, apparait comme le reste d’'ordre n de la série exponentielle donnant e" etace

On peut aussi constater que R est la somme d’'une série veérifiant le critére de d’Alembert.

+00

I
b. On peut ensuite ecrire : O n O N*, R, :l. E.
n! k:n+1k!
I k-n
Puis:OnON,Ok=>n+2, —= L < 1k_ =(1] .
k' (n+).k (n+D)*" \n+1

Or la quantité majorante est le terme général d'une série géométrique convergente car :

Donc en sommant les inégalités précédentes pour k variant de n+ 2 a +o, on obtient :

+o00

2

1 p
p=1[n+1j -

1

n+1

I
1- 1
n+1

DnDN*Z L

k= n+1k

<Y

k=n+1

R, =

7 -

Séries de signe quelconque, sommes de séries.
13. La série est alors convergente, puisque somme de deux séries convergentes.

Lta
2
_1sn_ 1
n44uk ™~ nnl’

Notons ensuite : 0 n ON, v, =a, +U,, ou Zan est absolument convergente etZ:un semi-convergente.

Si la série an était absolument convergente, on aurait :

OnON, u, =v, —a,,donc: |u,| =|v,| +|a,|, etla série D (v,| +|a,) étant convergente, la série > _|u|

serait aussi convergente ce qui n'est pas le cas.
Donc la série )_v, n'est que semi-convergente.

1
(2n+1)?

. L _ 1
14.« La premiére série est convergente puisque : 0 n=>1, 0< < At
.n

considérée est bien convergente

2n+1
Puis: O n=0,
%(2“1) -1|0 =g A |0)

partielle de la série dont on donne la somme.

2n+l 1

=Yl

pl

1
~ pz 4 2n+1

et par majoration la série

1 .
—.5,,0u S, estlasomme
4
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15.

16.

En faisant tendre n vers +«, on en déduit que : Z;Z = i —ii = i
= (2n+1) 6 4 6 8
L. Mi-pk & 1 ¢ 1
» La seconde série est absolument convergente et : 0 n= 0, 5 Z >~ Z
k=1 = 2k Ek+D?
imyt =L T 2 e T
nﬂ+°° = (2 k) nﬂ+°°k = (2k +1) 4 6 8 24 12

Pour les deux séries, plusieurs facons de montrer leur convergence :
n? _n(n-1) 1
n+ n  +e(n=2)!

convergence de la série (par équivalence de séries a termes positifs), ou :
2

e Iim nz.—' =0, du fait du théoreme des croissances comparées, d’'ou la convergence de la série.

n - +oo n

+ +00 — +00
Puisonécrit: D n=2, n>=n.(n-1)+n, et: Z——O+1+Zn(n H+n 1+ZM+Z%,
= I n=2 I

0N peut écrire pour la premiere (comme pour la deuxieme) : , d'ou la

puisque les deux séries qui apparaissent sont convergentes.

+o00 2 +o00 +o00 +o00 +o00

Enfin : zn_:1+z 1 +>° 1 :1+zi+ i—1+e+(e 1) = 2.e, a l'aide de translations
S n = (h=-2)! = (n-1)! el Gl ol

d’indice dans les deux derniéres sommes de séries.

En travaillant de la méme facon, et a partir de :

O0n=3,n,-n=n(n-12.(n-2)+3n’-3n=n.(n-12.(n-2) +3n.(n-1), on aboutit & :

+o00 3 — +00 _ _ +00 _
Zn n—0+0+ +zn(n ).(n-2)+3n.(n-1) _ Zn.(n D.(n 2)+Z3.n.(n 1),6“51
n=0 nl 2 nl n=3 nl n=3 n'
3 +00
nouveau : Z N-3+ i+32——3+e+3(e 1) = 4e.
n=0 n! p=3 pl p—l

n

o s = . (nmT
« Pour: n=4Kk+2, on a pour la premiére série : 22 .sm(Tj.x” = 22K x 42 (LR = (—D)F 2.2 .(2.x7) %K.
Si ce terme général ne tend pas vers 0, la série diverge donc une condition nécessaire pour qu’elle

converge est : ‘Z.XZ‘ <1, soit : |X <L

V2
> n.JT 1 i -2
Pour ces valeurs de X, on peut alors écrire : 22 .Sin('—4j.xn = ?.[(\/E.X.e " —(2xe )",
A
Les deux séries géométriques qui apparaissent sont alors convergentes (de raison en module strictement

plus petites que 1) et :
+00 n +00 LT +00 L TT
= . (nm 1 i i 1 1 1
z 22 .Sln[Tj.Xn :?[Z(&Xe 4)n _Z(\/_Z.X.e 4)n] :?. P 7
= i = i i iz
o o "o 1-vJ2xe* 1-+2xe *
1 & n.Jsr X
En réduisant au méme dénominateur, on aboutit a : [J |><I <— z 2 sm( jx” Y
V2 & 4 1-2X+2X
« Pour la deuxiéme série, elle converge pour : x =0, et sinon s’écrit : Y x> = x> (x*)".
X étant maintenant supposé non nul, ces séries ont méme comportement et convergent si et seulement
si :‘xz‘ <1, soit encore : [} <1.

+00 +00
X
Pour ces valeurs de x, onaalors: » x*™ =x) (x*)" = e
n=0 n=0 - X
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17. a. On utilise pour cela la formule du binbme de Newton (en posant : £ = 1) et :
nin nin
OnON, 2+€&4/3)" = z(kan'k.gk.\@k ,puis: (2++/3)"+(2-+/3)" = z(k}zn—k.\/_sk A+ (-D"9).
k=0 k=0
Dans cette derniére somme ne restent que les k pairs (k = 2.p), et :

H
2+43)" +(2-4/3)" = Z-Z( " ].2“-2-".3p ,

<\ 2.p
Enfin la somme étant un entier, la quantité proposée est bien un entier pair que I'on notera 2.N, .
b. On peut alors écrire : 0 n ON, u, =sin(2N,.77— m.(2-+3)") = -sin(r.(2-/3)").
Il est clair que la quantité dans le sinus tend vers 0 (suite géométrique) donc :
U, ~= m.2-3)".
Par équivalence de séries a termes négatifs, la série ZUn converge, l'autre étant géométrique et
convergente.

18. On peut utiliser des développements limités en +o, et :

On=1, In(n)+aln(n+l) +b.In(n+2) = @1+a+b).In(n) + a.In(1+ lj + b.In(1+gj , SOit :
n n

0 n=1, In(n) +aln(n+1) +bin(n+2) = (L+a+b).In(n) + (a+ 2b). = - a+24'b Lo (izj .
n n n

Donc il est nécessaire que : a+b+1=0, pour que (u,) tende vers 0.
Si cette condition est remplie et si: a+ 2b # 0, le terme général de la série est équivalent a celui d’'une

série de signe constant et divergente (Z (a+ 2.b).£j , donc ZUn diverge.
n

On doit donc choisir: a+b+1=0, a+2b=0,soit: b=1, a=-2.

+o00

1 1
Danscecas: U, =-——+0 —
n n
Pour calculer sa somme on peut revenir & des sommes partielles ou remarquer que :
O0n=1, u, =(n(n)—In(n+1)) - (In(n+1) —In(n+ 2)), soit le terme général d'une série télescopique.

1 s
Sy et la série Zun converge.

Finalement : iun =[In() - In(2)] - Jtrpm[ln(n) -In(n+1)] =-In(2).

n=1
Produit infini.

N N
19. a. On peut commencer par remarquer que : 0 N ON, In(Py) =In([ u,) = Zln(un).
n=i n=0
* si on suppose (P, ) convergente vers L non nulle, la continuité de In en L montre que la suite des
sommes partielles de la série Zln(un) converge vers In(L) et la série Zln(un) converge.
n=0 n=0

* si on suppose que la série ZIn(un) converge vers L, alors la suite (In(P,)) converge vers L et par

n=0
continuité de exg en L, (Py) converge vers e" qui est bien non nulle.
b. Si (Py) tend vers 0, la suite (In(P,)) tend vers -, et la suite des sommes partielles de la série

Y In(u,) diverge vers - : dans ce cas, la série Y In(u,) diverge.

n=0 n=0

Séries alternées et autour des séries alternées.

20.  La premiére série est définie pour : N> 2, et est bien alternée puisqu’alors le dénominateur garde un
signe constant.
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Puis: 0 n=2, (_1)n = (_1)n (1+ (_1)nj_ = (_1)n (1— (_1)n +O+W[ED = (_1)” —iz+0+w[n—12j .

n+(-1)" n n n n n n n
Si on note U, le terme général de cette série, alors u,, apparait comme la somme de deux termes :
(-)" N
a, = , et Zan converge du fait du critere spécial,
n n=2
1 1 1 . L C
b, ==—=+0,,| 5 |~——. ¢t an converge, par comparaison de series a termes négatifs.
n n° )+ n =2

Finalement z u, converge.

n=2

 Pour la deuxieme série, elle est encore alternée puisque I'argument du cosinus reste entre 0 et 172.

e LT

A nouveau le terme général v, de la série s'écrit encore : u, =a, +b,, avec Zan convergente du fait du

critére spécial, et an absolument convergente car de terme général négligeable devant celui d'une série

absolument convergente, donc convergente.
Autrement dit, la série ) u, converge.

» Pour la troisieme série, elle est alternée a partir du rang 2, et :
-1

e AN N AR L e LNl B
T (1+ ° J == 1+Jﬁ(l+nj  dou ;

)" D" (L (- oD (D, (1
n+(—1)”.\/n+1_ n (“ Jn '(1+0+°°(1))j n (1 Jn +o+m(\/ﬁD’

soit finalement : (=" :(_1)“_ : o (ij
n+(-0"v/n+1 n  ndn  “lndn

Le terme général de la série s’écrit a nouveau : u, =a, +b,, avec Zan convergente du fait du critere

spécial, et an absolument convergente avec un équivalent.

Donc la série ) u, converge.

21. On commence par noter que les termes de cette série sont définis au moins a partir d’un certain rang.
En effet, pour: n=n, = max(2,|_— j+1) ona: \/ﬁ >(-)™, et: n+a>0.

Puis: 0 n=n,, Vn+ (0 (1+( D’ j(u—j ( j(l Z+O (:D.
Vn+(D" L ()" a

An+a
En développant, on obtient : —* Om( J
Jn+a \/ﬁ n/n
Jn+(-1) J:((—l) ‘aj‘%&* = ‘”1+o (
n

Jn  2n
Puis :

- > a, converge avec le critére spécial,
- 2.b,

. , a+l
-divergesi: a#-1,car: b, ~— ,
+oo

1
a,+b,.
o)

et par comparaison de séries de signe constant,

-converge si: a =-1, caralors: b, =0, (ij

n/n
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22.

n+ (-1
vn+a

Comme somme de deux séries, la série ZIn{ j converge si et seulement si: a = -1.

 On note de méme : O n ON* u, =(-1".n?, 1—sin(lj =(-1)".n". 13 +o+w(i3j ~%.
n n 6.n n®))+ 6.n""

On en déduit que :
si: 3—a <0, cest-a-dire: 3<a, u, netend pas vers 0 et la série ZUn diverge.

si: 3—a >0, c'est-a-dire: 3>a, on peut préciser :

O n O N*, u, = (_1)n.na.( 6][‘-]3 + O+oo [%j} = (_1) +O+00(n5]:gj =a, + bn .

n 6.n>7

et Zan converge (critére spécial des séries alternées) et an converge absolument car: 5—a > 2.

Donc la série converge si et seulementsi: 3> a .

+(-1D".n? _1\n
-Notons:DnDIN*,un=:L CDn :(:B + :

2a 2.a = an + bn )

n n n

Si: a<0,alors: u, ~ et (u,) tend vers +oo, donc la série Zun diverge.
+o00

n2.a ’

Si:a=0,alors:0n ON* u, =1+ (-1", et (u,) ne tend pas vers 0 donc ZUH diverge.

Si:a>0,alors Y a, converge d'aprés le critére spécial des séries alternées et b, converge si et

i , 1
seulementsi: 2.a >1, soit: a > E

. - . . 1
Dans ce dernier cas, la série Zun converge donc (comme somme) si et seulement si: a > E .

23. a. Il estimmédiat que u,, existe pour tout entier n.

De plus, on montre également par récurrence que : 0 n ON, u, >0.
En effet, ona: u, >0, et si pour une valeur: n ON,ona: u, >0,alors: e™ <1,et: u,,, >0.

Enfin, sion poseque : 0 x>0, f(X)=1-e*—x,alors: f'(x)=e*-1<0.

f est donc strictement décroissante sur R* et comme : f (0) =0, f est strictement négative sur R**.

On peut noter que : f(X) = x, a pour unique solution : x =0, sur R".
Deplus:O0nON,u,,-u,="f(,)=<0,

et la suite (U, ) est décroissante ; étant de plus minorée par 0, (u,) est donc convergente.

Sa limite L est positive et vérifie (puisque f est continue surR): 0=L-L=f(L),donc: L=0.

b. Puisque (U, ) est décroissante et tend vers 0, la série z (=D)".u, vérifie le critere spécial des séries

n=0
alternées et donc converge.
c. Toujours parce que (U,) tend vers O, on a:
u? u?
OnON,u, =1-e* =1-(1-u, +7” +0,,(u?)) =u, —?” +0,,(u?).

2 2
u u
Donc:0nON, u, U, =—2“ +o+m(u,f)+—;—2“ ,et: u? = 2(uy = Upy)

Or la série télescopique Z(un -u,,,) converge puisque la suite (U, ) converge, donc par comparaison

n=0

de séries a termes positifs, la série ZU,f converge aussi.
n=0
. Upsy , . : .
d. La série ZIn —— | est télescopique et divergente puisque :

n=0 n
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u
O n ON, In(ﬂj =In(u,,,) = In(u,), et la suite (In(u,)) diverge vers -co.
uI"I
2

Puis on repart de I'égalité : 0 n ON, u,,, =u —?” +0,,,(u?), d'ou on déduit que :

n

u u u u u u
OnON, 2 =1-—"+0, (u,),et: Inf—"%|=In1-—"+0,, (u,) |=-—L+0,,(U,)~——2.
u 2 u 2 2 to D

n n

Par comparaison de séries a termes négatifs, la série z——” diverge donc ainsi que la série » U

n=0 n=0
Vrai-faux.
24. (Zun converge) = ((u,f) converge) : implication vraie car si ZUn converge, la suite (u, ) tend vers O et
la suite (uU?) aussi.

* (D u, diverge) = (D uf diverge) : implication fausse car Zl diverge et Ziz converge.

nx1 n=1

. (Zun converge, D n ON, u,=20)=> (Zuﬁ converge) : implication vraie car (par exemple) si Zun

converge, alors (U, ) tend vers 0, et : U’ =u_.u, =0, (u,).

Or ZUH est absolument convergente (car a termes positifs et convergente) donc ZUE converge.
un

1+u

. (Zun convergente,et: 0 n ON, u, #-1) = (z convergente) : implication fausse comme le

n
(D"
Jn

En effet dans ce cas, le terme général de la deuxieme série s’écrit :
=" _ (D" 1 (1) -y -
Onz=2,u, = = -—+0,.| — |, et ce terme général est la somme des termes généeraux
Jn+(=D" Jn n n
d’une série semi-convergente et d’une série divergente.
Remarque : I'implication devient vraie si (U,) est a termes positifs, car si ZUn converge, alors (u,) tend

montre le contrexemple : U, = , pour: n=2.

u
vers O et : I ~u
1+u,

n-

Autour de la série harmonique.

25. On commence par remarquer que : 0 n ON*: u, =H,, —H_ =(n(2n)+ y+e(2n)) - (n(n) + y+&(n)),
et: u, =In(2) +&£(2n)—&(n), ou la fonction £ tend vers 0 en +co.
(u,) est donc convergente de limite In(2).
Remarqgue : on peut également obtenir ce résultat par exemple avec des sommes de Riemann.

n(n+1).(2n+1)

26.a.0Onsesouvientque: O n ON, 1*+2°+..+n° = 5

que 'on peut redémontrer par récurrence.
1 _ 6 _ 3
1?+22+...+n*> n(n+D.2n+1)+n®’
d’ou la convergence, par comparaison de séries a termes positifs.
0 =8, P, C & a=6,b=6,c=-24.
X.(X+D.(2X+1D) X X+1 2X+1
On revient ensuite aux sommes patrtielles pour écrire :

b. Puis :

c. Enfin :

X 6 N1 N1 N1
ON=22,§,=) =6) =+6) ——-24> :
s n(n+D.(2n+1) =N mn+l = 2n+1

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 02 : Séries numériques (Exercices : corrigé niveau 1). -9-



N 2.N+1 l N 1

Deplus: ) = __Zﬁ_l'

= 2n+l =S n o

On termine avec: Sy, =6.H +6.(Hy,; =D - 24.(H . —H—ZN), et:
S, =18[IN(N) + y+£(N)] +6.[n(N +1) + y+ £(N +1) ~1] - 24[In(2N +1) + yy =1+ £(2N +1)], puis
S, =18-24In(2) + 6.In(1+%j - 24.In(1+ﬁj +186(N) +6£(N +1) = 24£(2N +1),

+00 1 .
t final t: = lim S, =18-24.1In(2).
et finalemen ;12+22+...+n2 lIim S, (2
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