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Séries entières (corrigé niveau 1).  
 
Calcul de rayons de convergence. 

1. a. On commence par poser : ∀ x  ∈ �*, ∀ n  ∈ �*, n
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    Les trois termes tendent respectivement vers 27, 0, et 
e

1
, donc : 10lim 1 <=+

+∞→
n

n

n u

u
. 

    Donc la série numérique converge pour tout x  suivant la règle de d'Alembert et : +∞=R . 
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    Donc la série numérique converge pour tout x , et : +∞=R . 

c. On pose de même : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ �*, nn
n xnu .)( .23= . 
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   et comme la première parenthèse tend vers 3
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    La série numérique ne converge donc jamais, si : 0≠x , et : 0=R . 

d. Pour : n  ∈ �, et : x  ∈ �*, on pose : 
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    Alors : ∀ n  ∈ �, 
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    Donc la série converge absolument pour : 1<x , et diverge grossièrement pour : 1>x . 

    On en déduit que : 1=R , puisque c'est la valeur charnière entre absolue convergence de la série et  
    divergence grossière. 

e. Pour : n  ∈ �, et : x  ∈ �*, on pose : n
n

n

n x
n

u .4.
4

3

+
= . 

    Alors : ∀ n  ∈ �, 
4

1

1
1 .

)14.(3

)4.(3
x

n

n

u

u
nn

nn

n

n

++
+= +

+
+ , et : 

41 .
4

3
lim x

u

u

n

n

n
=+

+∞→
. 

    Donc la série converge absolument pour : 
3

4<x , et diverge grossièrement pour : 
3

4>x . 

    On en déduit que : 
3

4=R , puisque c'est la valeur charnière entre absolue convergence de la série et  

    divergence grossière.  

f. Pour : x  ∈ �, n  ∈ �, on pose : 
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      • 1<x , la quantité précédente tend vers : 0 < 1, et la série converge absolument, 
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      • 1=x , la quantité précédente tend vers : 1
3

1 < , et la série converge absolument, 

      • 1>x , la quantité précédente tend vers +∞, et la série diverge grossièrement. 

    On en déduit que : 1=R , puisque c'est la valeur charnière entre absolue convergence de la série et  
    divergence grossière. 
 

2. a. On commence par utiliser un développement limité pour écrire :  
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    Donc le terme général est équivalent à 
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1
 en +∞, et la série entière a même rayon de convergence que  
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b. On utilise là encore un développement limité avec : 
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    Puis, en notant : ∀ x  ∈ �*, ∀ n  ∈ �*, n
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    Or : ∀ n  ∈ �*, 
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    Donc le rayon de convergence de cette série vaut 1. 

c. De même : ∀ n  ∈ �*, 
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    La règle de d'Alembert montre alors que le rayon de convergence de la série est 1. 
 

3. La valeur 0z  n'est pas à l'intérieur du disque de convergence puisque dans cette zone, il y a absolue 

convergence de la série entière. 
De même, 0z  ne peut être à l'extérieur du disque fermé de convergence puisque dans cette zone, il y a 

divergence grossière de la série. 
Donc 0z  est au bord du disque et le rayon du disque vaut : 0zR = . 

 
4. Notons λR  le rayon de convergence de la nouvelle série entière. 

Pour : Rz <.λ , alors la série  n
n za )..(λ  est absolument convergente, donc : λRz ≤ . 

On en déduit que : [ ]λλ
R
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R
R ≤ . 

De même, pour : λRz < , alors la série  n
n

n za ..λ est absolument convergente, donc : Rz ≤.λ . 
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On en déduit de même que : [ ]
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5. Tout d’abord, pour tout complexe z ,  n

n za .  est la somme des deux séries  p
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Donc si les deux séries « partie paire » et « partie impaire » convergent, alors les deux suites de sommes 
partielles d’indices pairs et impairs convergent vers la même limite, ce qui garantit la convergence globale 
de la série  n

n za . . 

Donc : ∀ z  ∈ �, ( pRz < , et : iRz < )  ( n
n za .  converge)  ( Rz ≤ ), 

soit encore : ∀ z  ∈ �, ( ),min( ip RRz <  ( Rz ≤ ), 

et donc : RRR ip ≤),min( . 

Soit maintenant : z  ∈ �, tel que : Rz < . 

Alors  n
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et donc puisque cette dernière série converge, on a : pRz ≤ . 

Avec la différence, on a de même : iRz ≤ , 

soit donc : ),min( ip RRz ≤ . 

On en déduit que : ),min( ip RRR ≤ , et finalement : ),min( ip RRR = . 

 
6. a. On constate immédiatement que : ∀ n  ∈ �, 1)cos( ≤n , donc le rayon de convergence de la série  

    entière est supérieur à celui de la série  nz , donc : 1≥R .  

b. Supposons que la suite ( )cos(n ) converge vers 0. 

    Alors : ∀ n  ∈ �, )1sin().sin()1cos().cos()1cos( nnn −=+ , et : 
)1sin(

)1cos()1cos().cos(
)sin(

+−= nn
n ,  

    ce qui montre que la suite ( )sin(n ) tend aussi vers 0. 

    Or c'est impossible puisque :  ∀ n  ∈ �, 1)(cos)(sin 22 =+ nn .  

c. On vient donc d'établir que la série entière était divergente pour : 1=x , et donc : 1≤R . 
    Finalement : 1=R .  
d. Il y a divergence grossière en 1, donc aussi en : z  ∈ �, tel que : 1=z , car pour un tel z , on a :  

      ∀ n  ∈ �, )cos().cos( nzn n = , et cette suite ne tend pas vers 0. 

    La série entière diverge donc en tout point du bord du disque de convergence.  
 

Propriété de sommes de séries entières.  
7. a. Le rayon de convergence de la série entière est donné par la règle de d'Alembert et il vaut 1. 

    De plus, en : 1±=x , la série est absolument convergente, donc elle y est convergente. 
    Finalement : DS = [-1,+1]. 
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b. On constate que les théorèmes classiques ne donnent rien sur l'intervalle fermé. 
    Néanmoins, on remarque que tous les monômes de la série sont des fonctions continues sur [-1,+1]. 

    Puis : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [-1,+1], n
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nn
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,  

    et la convergence de  nα  donne la convergence normale de la série de fonctions sur [-1,+1].  

    Donc S  est continue sur [-1,+1]. 
c. Les théorèmes classiques montrent que S  est de classe C∞ sur l’intervalle ouvert de convergence qui  
    est ici ]-1,+1[, puisque le rayon de convergence de la série vaut 1. 
d. Pour montrer que S  est dérivable en 1− , on constate que : 
      • la série de fonctions converge simplement sur [-1,0], 
      • toutes les fonctions de la série sont de classe C1 sur [-1,0], 
      • la série des dérivées converge uniformément sur [-1,0] car : 
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    ce qui garantit la convergence uniforme annoncée. 

    Donc S  est dérivable en 1− , et : )2ln(
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8. a. La règle de d'Alembert donne le rayon de convergence de la série entière qui est 1. 

    Pour : 1=x , la série entière diverge comme série de Riemann divergente. 
    Pour : 1−=x , la série est alternée et vérifie le critère spécial puisque :  

      • la suite 
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    Donc la série entière converge en 1− , et finalement : DS = [-1,+1[. 
b. S  est continue sur ]-1,+1[ comme série entière. 

    Puis pour : S  ∈ [-1,0], la série 
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    ce qui donne la convergence uniforme de la série de fonctions sur [-1,0]. 
    Comme de plus tous les monômes constituant la série sont des fonctions continues sur [-1,0], la somme  
    de la série (c'est-à-dire S ), est continue sur [-1,0], et donc finalement sur [-1,+1[. 
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d. La dernière série (entière) qui apparaît converge normalement sur [0,1], car :  

      ∀ x  ∈ [0,1], ∀ 2≥n , 
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    La série majorante étant télescopique et convergente, on en déduit bien que la nouvelle série entière  
    (notons 1S  sa somme) converge normalement sur [0,1], et donc y est continue, en particulier en 1. 
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     D'où : 0111
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9. a. Pour : ( qp, ) ∈ �2, 1≥q , on a : 
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    formule valable aussi pour : 0=q . 

b. On a donc en particulier : ∀ n  ∈ �, 
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    Donc en application classique de la règle de d’Alembert, la valeur charnière entre absolue convergence  
    et divergence est 4 et le rayon de convergence de la série entière proposée est : 4=R .  

c. La formule de Stirling montre que : 
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    et donc la série diverge en 4, puisqu'à termes positifs. 
    En 4− , la série numérique est alternée et son terme général tend vers 0 (avec l'équivalent précédent). 
    De plus, avec la notation de la question b., pour : 4−=x , on a :  
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    et la série vérifie donc le critère spécial des séries alternées : elle est donc convergente. 
    Finalement : DS = [-4,+4[. 
 

10. a. Notons M  un majorant de S  sur ]-1,+1[. 
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    la première majoration venant du fait que les ka  sont positifs. 

    Puis il est possible de faire tendre x  vers 1 (dans la somme partielle) et on en déduit que :  
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    Enfin, la série  na est à termes positifs et ses sommes partielles sont majorées, donc elle converge.  

b. La fonction S , comme somme (même infinie) de fonctions croissantes, est croissante sur [0,1[. 
    De plus S  est majorée. 
    Donc S  admet une limite finie en 1 qu'on notera L  et qui vérifie : ∀ x  ∈ [0,1[, LSxS =≤
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    et puisque les deux séries sont convergentes, on peut sommer pour n  variant de 0 à +∞ et : 
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Utilisation de séries entières.  
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    Enfin, cette égalité est encore vérifiée pour : 0=x , donc elle est vérifiée sur � et f  est bien  
    développable en série entière sur �. 
b. Puisque f  coïncide sur � avec une série entière (de rayon de convergence infini), f  est donc de  

    classe C∞ sur �.  
c. On sait qu'une série entière se primitive terme à terme sur son intervalle ouvert de convergence, donc  
    ici sur � et en notant F  la primitive de f  qui s'annule en 0, on a donc :  

      ∀ x  ∈ �, 
+∞

=

+

++
−=

0

1.2

)1.2)!.(2.2(
.)1()(

n

n
n

nn

x
xF ,  

    puisque la série proposée s'annule bien en 0. 
 

12. a. On sait que f  : 
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    Or la série entière définissant 1S  a un rayon de convergence infini (comme cos) donc admet des  
    primitives sur � obtenues en intégrant terme à terme. 
    En notant 1S  une telle primitive, on peut donc écrire : 
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xSxStStdtts

t
dttsxF x

x

x

x

x

x
−+=+=







 +==  , 

    et donc : 
+∞

=

+∞

=

+∞

=

−−+=−−−+=
1

.2
.2

1

.2

1

.2

.
.2

12
.

)!.2(

)1(
)2ln(

.2
.

)!.2(

)1(

.2

).2(
.

)!.2(

)1(
)2ln()(

n

n
nn

n

nn

n

nn

x
nnn

x

nn

x

n
xF . 

    La série entière qui apparaît a même rayon de convergence que les précédentes et est définie sur �. 
    En particulier : 

      • elle est continue en 0, donc F  a une limite fini en 0 qui vaut : )2ln(0)2ln()(lim
0

=+=
→

xF
x

. 

      • en posant : )2ln()0( =F , la fonction F  ainsi prolongée coïncide avec une série entière sur �, donc  

    est de classe C∞ sur �. )0(F . 
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13. a. Pour : t ∈ [0,1[, et : 0>a , on a : 1<− at , et donc : 
+∞

=

−=
+ 0

..)1(
1

1

n

nan
a

t
t

.  

b. Notons : ∀ n  ∈ �, nan
n ttu ..)1()( −= . 

    La série de fonctions converge normalement sur tout segment [ x,0 ], pour : 10 <≤ x . 

    En effet : ∀ n  ∈ �, ∀ t ∈ [ x,0 ], 
nana

n xttu ≤=)( ,  

    et comme : 10 <≤ a
x , la série majorante est bien convergente.   

    Donc : ∀ x  ∈ [0,1[, 
+∞

=

+
+∞

= +
−=−=

+ 0

1.

0
0

.

0
.

.1

)1(
..)1(

1 n

na
n

n

x nanx

a
x

na
dtt

t

dt
. 

    On constate bien que la fonction proposée admet une primitive sur [0,1[ qui s'exprime sous forme de  
    série de fonctions. 
    Montrons maintenant que cette série de fonctions (qu'on notera 

≥0n
nv ) est en fait définie sur [0,1] et  

    qu'elle y converge uniformément. 
    Pour cela, pour tout : x  ∈ [0,1], la série 

≥0

)(
n

n xv , est alternée et vérifie le critère spécial car :  

      • la suite 








+
− +1..

.1

)1( na
n

x
na

, est alternée et tend vers 0 (car : 0>a , et : 10 ≤≤ ax ), 

      • la suite 








+

+

na

x na

.1

1.

, est décroissante comme le produit de deux suites positives décroissantes. 

    Donc : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ [0,1], 
)1.(1

1

)1.(1
.

.1

)1(
)(

1)1.(

1

1.

1 ++
≤

++
≤

+
−=

+++∞

+=

+
+∞

+=
 nana

x
x

ka
xv

na

nk

ka
k

nk
k , 

    ce qui garantit que la série converge uniformément sur [0,1] (donc en particulier simplement). 

c. Notons : ∀ t ∈ [0,1[, 
at

tf
+

=
1

1
)( , et F  la primitive précédente, définie sur [0,1]. 

    Alors : 
+∞

=<
→

<
→ +

−===
+

=
+ 0

101

1

0 .1

)1(
)1()(lim

1
lim

1 n

n

x

x

axa an
FxF

t

dt

t

dt
. 

d. On applique le résultat précédent pour : 3,2,1=a , et :  

      • )2ln()]1[ln(
11

)1( 1
0

1

0
0

=+=
+

=
+

−


+∞

=

t
t

dt

nn

n

,  

      • 
4

)][arctan(
11.2

)1( 1
0

1

0 2
0

π==
+

=
+

−


+∞

=

t
t

dt

nn

n

,  

      •  +
=

+
−+∞

=

1

0 3
0 11.3

)1(

t

dt

nn

n

. 

    On utilise alors une décomposition en éléments simples et :  

       ∀ t ∈ [0,1], 

4

3

2

1

1
.

2

1

1

1.2
.

6

1

1

1
.

3

1

1

2
.

3

1

1

1
.

3

1

1

1
2223

+






 −
+

+−
−−

+
=

+−
−−

+
=

+
t

tt

t

ttt

t

tt
. 

    On peut ainsi primitiver et obtenir : )
63

1.2
.(arctan

3

1
)1ln(.

6

1
)1ln(.

3

1

1
2

0 3

π+






 −++−−+=
+

x
xxx

t

dtx
.:  

    Finalement : 
3.3

)2ln(.
3

1

1.3

)1(

0

π+=
+

−

+∞

=n

n

n
. 

 

14. a. Puisque : 
nn

1
~

1
1ln

∞+







 + , les deux séries entières ont même rayon de convergence R . 
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    De plus : ∀ x  ∈ �*,  ∀ n  ∈ �*, x
n

x

x

n

n

x
nn

n

 →
+

=
+ +∞→

+

1
.

1

1

,  

    on en déduit classiquement qu’il y a convergence absolue de la série pour : 1<x , et divergence  

    grossière pour : 1>x , en application de la règle de d’Alembert, donc : 1=R . 

    De plus : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
x

xxf
n

n

−
==

+∞

=

−

1

1
)('

1

1 , 

    donc : ∃ C  ∈ �, ∀ x  ∈ ]-1,+1[, Cxxf +−−= )1ln()( , 

    et comme : 0)0( =f , on en déduit que : 0=C , soit finalement : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, )1ln()( xxf −−= . 
b. On peut écrire, en rassemblant deux séries convergentes : 

      ∀ x  ∈ ] RR +− , [, 
+∞

=

+∞

=

+∞

=







 −






 +=−






 +=
111

.
11

1ln.
1

1ln)(
n

n

n

n

n

n x
nnn

x
x

n
xh . 

    Si on note : ∀ n  ∈ �*, 
nn

an

11
1ln −







 += , alors : 
222 .2

1
~

1

.2

111
1ln

nn
o

nnn
an −







+−=−






 +=
∞+∞+ . 

    On en déduit que la série entière h  a pour rayon de convergence 1 car c’est le même que celui de la  

    série 
+∞

=

−
1

2.2n

n

n

x
 (pour laquelle la règle de d’Alembert donne encore un rayon égal à 1). 

    Et comme la série numérique 
≥1n

na  est absolument convergente du fait de l’équivalent trouvé, on en  

    déduit que h  est définie en 1±  donc sur [-1,+1]. 
c. On peut écrire alors : ∀ x  ∈ ]0,+1[, )1ln()()()()( xxhxfxhxg −−=+= ,  

    soit : 
)1ln(

)(
1

)1ln(

)(

x

xh

x

xg

−
−=

−−
, et : 1

)1ln(

)(
lim

1
=

−−→ x

xg
x

, puisque )(xh  tend vers la valeur réelle )1(h  en 1. 

    On en déduit que : )1ln(~)(
1

xxg −− . 

d. Reprenons une somme partielle de la série )1(h  : 

      ∀ N ∈ �*, N

N

n

N

n

N

n

HN
n

nn
nn

−−+=−−+=






 −






 + 
===

)1ln()1ln(
1

))ln()1(ln(
11

1ln
111

,  

    et comme : )1()ln( ∞+++= oNH N γ , 

    on en déduit que : )1(
1

1ln)1()ln()1ln(
11

1ln
1

∞+∞+
=

+






 ++−=+−−+=






 −






 + o
N

oNN
nn

N

n

γγ , 

    d’où : γ−=






 −






 += 
=

+∞→

N

n
N nn

h
1

11
1lnlim)1( . 

 
Développements en série entière, calcul de sommes d e séries entières.  

15. a. On peut commencer par écrire : 
1

1
.

2

3

1

1
.

2

5
1

1

3
2

2

+
−

−
+=

−
++

xxx

xx
, 

    et donc : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

+∞

=

+∞

=

−+−−=−−−=
−

++
100

2

2

2

)1.(35
3.)1(.

2

3
.

2

5
1

1

3

n

n
n

n

nn

n

n xxx
x

xx
, 

    et puisque la dernière série diverge pour : 1±=x , son rayon de convergence est 1 et son intervalle de  
    convergence est ]-1,+1[.  
b. On commence par déterminer les pôles de la fraction donc on trouve les racines de dénominateur. 
    Or il a pour discriminant : )(sin.44)(cos.4 22 θθ −=−=∆ . 
    On est ainsi amener à distinguer les cas suivants :  

      • Si : ).2(0 πθ = , la fraction admet 1 comme pôle double et : 
22 )1(

1

1)cos(..2

1

−
=

+− xxx θ
. 

    Cette fonction est la dérivée de : 
x

x
−1

1
a . 
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    Et comme :  ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

=
− 01

1

n

nx
x

, 

    on en déduit en dérivant terme à terme sur l’intervalle ouvert de convergence que : 

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

+∞

=

− +==
− 01

1
2

).1(.
)1(

1

n

n

n

n xnxn
x

. 

      • Si : ).2( ππθ = , la fraction admet 1−  comme pôle double et : 
22 )1(

1

1)cos(..2

1

+
=

+− xxx θ
.  

    De la même façon qu’au-dessus, on obtient : 

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

+∞

=

− +−=−−=
+ 01

1
2

).1.()1(..)1(
)1(

1

n

nn

n

nn xnxn
x

. 

      • Pour les autres valeurs de θ , les pôles de la fraction sont simples et valent : θθθ .)sin(.)cos( iei ±=± . 

    La fraction se décompose alors en : θθθ ..2 1)cos(..2

1
ii ex

b

ex

a

xx −−
−

−
=

+−
, 

    et on détermine a  en multipliant par exemple par θ.iex −  puis en évaluant en θ.ie  après simplification,  

    on obtient : 
).sin(..2

11
.. θθθ iiee

a
ii

=
−

= − . 

    On procède de la même façon pour b  ou on remarque que : ab = . 

    On aboutit ainsi à : 








−
−

−
=

+− − θθθθ ..2

11
.

)sin(..2

1

1)cos(..2

1
ii exexixx

. 

    Ensuite : ∀ 1<x , 
+∞

=

+−
+∞

=

−
− −=−=

−
−=

− 0

).1.(

0

..
....

...
1

.1

1
.

11

n

nin

n

nin
iiii

exex
eexeex

θθ
θθθθ , 

    puisque dans ce cas on a bien : 1. . <=− xex i θ , qui permet d’utiliser la série géométrique. 

    De la même façon, on a : ∀ 1<x , 
+∞

=

++
− −=

− 0

).1.(
.

.
1

n

nin
i

ex
ex

θ
θ , 

    et donc en rassemblant : 

      ∀ 1<x , 
+∞

=

+∞

=

+
+∞

=

+− +=






 +−=
+− 00

).1.(

0

).1.(
2 )sin(

)).1sin((
...

)sin(..2

1

1)cos(..2

1

n

n

n

nin

n

nin x
n

exex
ixx θ

θ
θθ

θθ . 

    L'intervalle de convergence est finalement ]-1,+1[, car la suite ( )).1sin(( θ+n  ne tend pas vers 0. 
 

16. a. Cette première fonction f  est définie et dérivable sur �, et : ∀ x  ∈ �, 
1

1.2
)('

2 ++
+=
xx

x
xf . 

    On peut alors décomposer en : 
xjjxjjjxjxxx

x

.1

1
.

1

.1

1
.

111

1

1.2
2222 −

−
−

−=
−

+
−

=
++

+
. 

    Donc : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

++
+∞

=

+∞

=

+−=−−=
0

12.2

0
2

0

2 ).().(.
1

).(.
1

)('
n

nnn

n

n

n

n xjjxj
j

xj
j

xf , 

    puisque : 1.. 2 <== xjxjx , ce qui permet d’utiliser la série géométrique. 

    Enfin : ∀ n  ∈ �, 






 +=+=+
+−+++

3

.2
).1(cos.23

.2
).1.(

3

.2
).1.(

2.21 πππ

neejj
nini

nn . 

    Donc : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=







 +−=
0

.
3

.2
).1(cos.2)('

n

nxnxf
π

,  

    puis : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

++∞

=

+

+







 +−=
+








 +−=
0

1

0

1

1
.

3

.2
).1(cos.2

1
.

3

.2
).1(cos.2)0()(

n

n

n

n

n

x
n

n

x
nfxf

ππ
. 

       
b. Pour cette fonction g , on a :  
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      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
1).2cos(..2

).2sin(

)(tan.)1()1(

)tan(.2
)('

2222 +−
=

++−
=

α
α

α
α

xxxx
xg ,  

    et on distingue deux cas :  
      • si : 0=α , auquel cas la fonction g  est nulle, 

      • si : 0≠α , et avec l’exercice précédent, on peut écrire : 

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

+=
0

).2).1sin(()('
n

nxnxg α , soit en primitivant terme à terme :  

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

++∞

=

+

+
++=

+
++=

0

1

0

1

1
)..2).1sin((

1
)..2).1sin(()0()(

n

n

n

n

n

x
n

n

x
ngxg ααα .  

c. La dérivée ici de la fonction h  proposée est :  

      ∀ x  ∈ �, 
+∞

=

++∞

=

+

+
=

+
==

0

2.4

0

1.22
2

)!1.2()!1.2(

)(
)()('

n

n

n

n

n

x

n

x
xshxh . 

    Donc à nouveau en primitivant terme à terme : ∀ x  ∈ �, 
+∞

=

+

++
+=

0

3.4

)3.4)!.(1.2(
0)(

n

n

nn

x
xh . 

 
17. On peut donc linéariser les fonctions proposées :  

  ∀ x  ∈ �, ).3sin(.
4

1
)sin(.

4

3
).3.3.(

.8

1

.2
)(sin ..3....3

3..
3 xxeeee

ii

ee
x xixixixi

xixi

−=−+−−=






 −= −−
−

. 

On en déduit que :  

   ∀ x  ∈ �, 
+∞

=

+++∞

=

++∞

=

+

+







−−=

+
−−

+
−=

0

1.21.2

0

1.2

0

1.2
3

)!1.2(
.

4

3

4

3
.)1(

)!1.2(

).3(
.)1(.

4

1

)!1.2(
.)1(.

4

3
)(sin

n

nn
n

n

n
n

n

n
n

n

x

n

x

n

x
x . 

De même : ∀ x  ∈ �, )cos(.
4

3
).3cos(.

4

1
).3.3.(

8

1

2
)(cos ..3....3

3..
3 xxeeee

ee
x xixixixi

xixi

+=+++=






 += −−
−

,  

et : ∀ x  ∈ �, 
+∞

=

+∞

=

+∞

=








+−=−+−=

0

.2.2

0

.2

0

.2
3

)!.2(
.

4

3

4

3
.)1(

)!.2(
.)1(.

4

3

)!.2(

).3(
.)1(.

4

1
)(cos

n

nn
n

n

n
n

n

n
n

n

x

n

x

n

x
x .  

 

18. a. On peut simplement écrire : ∀ x  ∈ [ 1,1+− [, 
21

1
).1()(

x
xxf

−
+= .  

b. On en déduit que :  

      ∀ x  ∈ ] 1,1+− [, 
+∞

=

+
+∞

=

+∞

=

+=+=
0

1.2
22

0

.2
22

0

.2
22

.
)!.(2

)!.2(
.

)!.(2

)!.2(
.

)!.(2

)!.2(
).1()(

n

n
n

n

n
n

n

n
n

x
n

n
x

n

n
x

n

n
xxf . 

    En notant : ∀ n  ∈ �, 
2.21.2.2 )!.(2

)!.2(

n

n
aa

nnn == + , et : 
+∞

=

=
0

.)(
n

n
n xaxS  

    on a donc : ∀ x  ∈ ] 1,1+− [, )()( xSxf = . 

    On a bien ainsi démontré que f  est développable en série entière sur ]-1,+1[. 

    Enfin, on constate que : 
nnen

nen
aa

nnn

nn

nn
.

1
~

]..2...[2

..4..).2(
~

2.2

.2.2

1.2.2 ππ
π

∞+−

−

∞++= , 

    donc pour : 1−=x , si on note nS  les sommes partielles de la série )1(−S  on a : 

      ∀ 1≥n , 0))1()1.((
1

0

1.2.2
.21.2 =−+−=

−

=

+
−

n

k

kk
kn aS , et : n

n
nnn aaSS .2

.2
.21.2.2 )1.( =−+= − . 

    Donc les deux suites ( 1.2 −nS ) et ( nS .2 ) tendent vers 0 et la suite globale ( nS ) tend vers 0. 

    Autrement dit S  existe en 1− , )1(0)1( −==− fS , et l’égalité est donc valable sur [ 1,1+− [. 
 

19. a. La suite ( na ) est récurrente linéaire à deux termes. 

    L’équation caractéristique associée est : 02.32 =+− rr , qui a pour racines 1 et 2. 
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    Donc : ∃ ( βα , ) ∈ �2, ∀ n  ∈ �, nn
na 2.1. βα += . 

    Comme de plus : βαβα +=+== 00
0 2.1.1a , et : βαβα .22.1.3 11

1 +=+==a , on en déduit que : 

      2,1 =−= βα , puis : ∀ n  ∈ �, 12 1 −= +n
na . 

b. On a donc : ∀ n  ∈ �, 12 1 −= +n
na , ∀ x  ∈ �, 

!

.2
.2.

! n

x
x

n

a
n

nn ≤ , 

    et comme la série majorante converge pour tout réel x , on en déduit que la série proposée aussi et que  
    son rayon de convergence vaut donc +∞. 

    Puis : ∀ x  ∈ �, xx

n

n

n

n

n

n
n

ee
n

x

n

x
x

n
xS −=−=−= 

+∞

=

+∞

=

+∞

=

+
.2

000

1

.2
!!

).2(
.2.

!

12
)( , 

    puisque les deux séries qu’on a fait apparaître sont évidemment convergentes. 
c. L’inégalité proposée est vraie pour : 0=n , et : 1=n . 
    Si on la suppose vraie jusqu’à un entier : 1≥n , alors : 

      1111
111 44.14)24.3.(44.24.3.2.3.2.3 +−−−

−−+ ≤=+=+≤+≤−= nnnnn
nnnnn aaaaa , 

    et donc par récurrence, le résultat est vrai pour tout entier : n  ∈ �. 

    On en déduit comme dans la question b. que : ∀ n  ∈ �, 12 1 −= +n
na , ∀ x  ∈ �, 

!

.4
.

! n

x
x

n

a
n

nn ≤ , 

    et comme la nouvelle série majorante converge encore pour tout réel x , on en déduit que le rayon de  
    convergence de  S  est infini. 

d. Pour x  réel, on multiplie la relation de départ par 2+nx  ce qui donne : 

      ∀ n  ∈ �, n
n

n
n

n
n xaxxaxxa ...2...3. 21

1
2

2 −= +
+

+
+ , 

    et en sommant de 0 à +∞, on obtient : 

      
+∞

=

+∞

=

++
+∞

=

++ −=
0

2

0

11

0

22 .
!

..2.
!

..3.
! n

nn

n

nn

n

nn x
n

a
xx

n

a
xx

n

a
,  

    puisque toutes les séries sont convergentes. 
    Comme de plus :   

      • )('..
!

..).1.(
)!1(

.).1.(
)!1(

.
! 1

1

0

1

0

11

0

11 xSxx
n

a
nxxn

n

a
xxn

n

a
x

n

a

n

nn

n

nn

n

nn

n

nn ==+
+

=+
+

= 
+∞

=

−
+∞

=

+
+∞

=

++
+∞

=

++ , et : 

      • )(''..
!

).1.(.).1).(2.(
)!2(

.
!

2

2

22

0

22

0

22 xSxx
n

a
nnxxnn

n

a
x

n

a

n

nn

n

nn

n

nn =−=++
+

= 
+∞

=

−
+∞

=

++
+∞

=

++ ,  

    la relation se réécrit en : )(..2)('..3)(''. 222 xSxxSxxSx −= ,  

    et donc : ∀ x  ∈ �, 0)(.2)('.3)('' =+− xSxSxS , 

    relation qui reste vraie pour : 0=x  , puisque : 1)0( 0 == aS , 3)0(' 1 == aS , 012 .2.3)0('' aaaS −== . 

e. L’équation différentielle obtenue a pour solutions sur � les fonctions définies par : 
      ∀ x  ∈ �, xx eBeAxy .2..)( += , avec : ( BA, ) ∈ �2. 

    Donc : ∃ ( BA, ) ∈ �2, ∀ x  ∈ �, xx eBeAxS .2..)( += . 

    On termine avec : BAS +== 1)0( , et : BAS .23)0(' +== , 

    ce qui donne : 2,1 =−= BA , et finalement : ∀ x  ∈ �, xx eexS −= .2.2)( . 
 

20. a. Pour : z  ∈ �, et : n  ∈ �, on pose : n
n z

p

pn
u .







 +
= ,  

    et : ∀ n  ∈ �, zz
n

pn
z

pn

np

np

pn

u

u
n

n

n  →
+

++=
++

++= +∞→
+ .

1

1
.

)!(

!!.
.

)!1!.(

)!1(1 , 

    donc la règle de d’Alembert donne un rayon de convergence valant : 1=pR  (absolue convergence  

    pour : 1<z , et divergence grossière pour : 1>z ). 

    Enfin, il y a évidemment divergence grossière de la série pour : 1=z , puisque les coefficients  
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    binomiaux sont des entiers non nuls. 

b. Pour : x  ∈ ] 1,1+− [, on a : 
+∞

=

−
+∞

=

−

−
+=







 +
=

1

1

1

1 .
!)!.1(

)!(
..)('

n

n

n

n
p x

pn

pn
x

p

pn
nxf , 

    par dérivation terme à terme, et : 

      
+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=

−

−
+−++=

−
+−

−
+=−

1011

1 .
!)!.1(

)!(
.

!!.

)!1(
.

!)!.1(

)!(
.

!)!.1(

)!(
)(').1(

n

n

n

n

n

n

n

n
p x

pn

pn
x

pn

pn
x

pn

pn
x

pn

pn
xfx , 

    soit : )().1(.
!!.

)!(
).1().)1.((

!!.

)!(
)1()(').1(

01

xfpx
pn

pn
pxnpn

pn

pn
pxfx p

n

n

n

n
p +=++=−+++++=− 

+∞

=

+∞

=

. 

c. On vient de montrer que pf  est solution sur ] 1,1+− [ de l’équation différentielle : 0).1(').1( =+−− ypyx . 

    Donc : ∃ C  ∈ �, ∀ x  ∈ ] 1,1+− [, 
1)1(

))1ln().1exp((..
1

1
exp.)( +−

=−+=








−
+−−=  pp x

C
xpCdx

x

p
Cxf . 

    Comme de plus : 1)( =







=

p

p
xf p , on en déduit que : 1=C , 

    et finalement : ∀ x  ∈ ] 1,1+− [, 
1)1(

1
)( +−

=
pp

x
xf . 

d. Fixons : z  ∈ �, tel que : 1<z . 

    Pour : 0=p , on a : 
10

00
0 )1(

1

1

1
.

0

0
)( +

+∞

=

+∞

= −
=

−
==







 +
= 

zz
zz

n
zf

n

n

n

n . 

    Supposons l’égalité établie pour un entier : 0≥p , donné. 

    Alors : 
+∞

=

+∞

=

+∞

=

+
+∞

=
+ 









+
+

−








+
++

=








+
++

−








+
++

=−
100

1

0
1 .

1
.

1

1
.

1

1
.

1

1
)().1(

n

n

n

n

n

n

n

n
p z

p

pn
z

p

pn
z

p

pn
z

p

pn
zfz , 

    puisque les deux séries convergent, et : 

      
∞+

=
+ 



















+
+

−








+
++

+








+
+

=−
1

1 .
11

1

1

1
)().1(

n

n
p z

p

pn

p

pn

p

p
zfz . 

    Or : ∀ n  ∈ �*, 








+
++

=








+
+

+






 +
1

1

1 p

pn

p

pn

p

pn
, 

    donc : )(.1)().1(
1

1 zfz
p

pn
zfz p

n

n
p =







 +
+=− 

+∞

=
+ , 

    et on conclut que : 
11 )1(

1

1

)(
)( ++ −

=
−

=
p

p
p

zz

zf
zf , 

    ce qui termine la récurrence.  
 

21.  a. On commence par calculer le rayon de convergence de la série à l'aide de la règle de d'Alembert, et on  
    obtient : 1=R , avec divergence grossière en 1± . 
    Puis : ∀ n  ∈ �,  1.2)1.(12 ++−=++ nnnnn , et: 

     ∀ 1<x , 
+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=

++−=++−=++
0120000

2 ..2).1.(..2).1.().1(
n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n xxnxnnxxnxnnxnn , 

    puisque toutes les séries que l’on a écrites ont pour rayon de convergence 1. 

    D'où : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 








−
+








−
+








−
=++

+∞

= xxdx

d
x

xdx

d
xxnn

n

n

1

1

1

1
..2

1

1
.).1(

2

2
2

0

2 ,  

    et : 
3

22

23
2

0

2

)1(

)1()1.(.2.2

1

1

)1(

1
..2

)1(

2
.).1(

x

xxxx

xx
x

x
xxnn

n

n

−
−+−+=

−
+

−
+

−
=++

+∞

=

,  

    soit finalement : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
3

2

0

2

)1(

1
).1(

x

x
xnn

n

n

−
+=++

+∞

=

. 

b. On commence à nouveau avec le rayon de convergence, qui vaut encore 1 et il y a à nouveau  
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    divergence grossière en 1± . 

    Puis : ∀ x  ∈ ]-1,+1[,  1.)1(
)1(

.)1(.).)1((
0

2
111

+−−
−

=−−=−+ 
+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

= n

nn

n

nn

n

n

n

nn x
x

x
xxnxn , 

    puisqu’une fois de plus, toutes les séries que l’on a écrites ont pour rayon de convergence 1, 

    et finalement : ∀ x  ∈ ]-1,+1[,  1
1

1

)1(
).)1((

2
1

+
+

−
−

=−+
+∞

= xx

x
xn

n

nn . 

c. A nouveau on commence par déterminer le rayon de convergence de la série qui est 1, toujours avec la  
    règle de d'Alembert (et des équivalents), et divergence grossière en 1± . 

    Puis : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, )1ln(....
1

1

1

111

xxnx
n

x
xnx

n
n

n

n

n

n

n

n

n

n −+=−=






 − 
+∞

=

−
+∞

=

+∞

=

+∞

=

, 

    puisque là encore, toutes les séries qui apparaissent ont même rayon de convergence 1, 

    soit finalement : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, )1ln(
)1(

.
1

2
1

x
x

x
x

n
n

n

n −+
−

=






 −
+∞

=

. 

d. La règle de d’Alembert donne cette fois un rayon de convergence : 
e

R
1= , car : ∀ n  ∈ �*, 

n

e

n

nch n

∞+
~

)(
. 

    Il a de plus divergence en 
e

1+  avec l’équivalent et convergence en 
e

1−   en écrivant : 

      ∀ n  ∈ �*, n
nnn

e
nnen

nch .2
1

.
.2

)1(

.2

)1(1
.

)( −
+−+−=







− , 

    ce qui fait apparaître deux séries convergentes. 

    Puis : ∀ x  ∈ 




 +−
ee

1
,

1
, ).1ln().1ln(

).().(
.

)( 1

1

1

11

xexe
n

xe

n

xe
x

n

nch

n

n

n

n

n

n −
+∞

=

−+∞

=

+∞

=

−+−−=−=  , 

    puisque : 1. <xe , et : 1. 21 << −− exe , ce qui permet d’utiliser les séries logarithmes, 

    soit finalement : ∀ x  ∈ 




 +−
ee

1
,

1
, 1

.1
ln.

)(

1

−








−
−=

+∞

= xe

xe
x

n

nch

n

n . 

 
22. a. La règle de d'Alembert donne le rayon de convergence (qui vaut 1) et il y a divergence grossière en 1± . 

    Puis : ∀ n  ∈ �, 
1

2
)2(

1

4.32

+
++=

+
++

n
n

n

nn
, d'où :  

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 0≠x , 
+∞

=

++∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

= +
++=

+
++=

+
++

0

1

01000

2

1
.

2
.2.

1
.2).2(.

1

4.3

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

x

x
xxn

n

x
xnx

n

nn
, 

    car toutes les séries convergent, d’où : 

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 0≠x , 
x

x

xx

x
x

n

nn

n

n )1ln(
.2

1

2

)1(
.

1

4.3
2

0

2 −−
−

+
−

=
+

++

+∞

=

. 

    Enfin, pour : 0=x , la fonction initiale vaut 4, ce qui correspond à la limite en 0 de la somme trouvée. 
b. Le rayon de convergence de la série vaut 1 (avec la règle de d'Alembert), et il y a absolue convergence  
    en 1± . 

    Puis : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

+∞

=

+∞

=

−−
−

−=
−

−
222

.)1(

1

.)1(

)1.(

.)1(

n

nn

n

nn

n

nn

n

x

n

x

nn

x
,  

    car les deux séries convergent, ce qui ensuite donne : 

      x
n

x

n

x

n

x

n

x

nn

x

n

n

n

n

n

nn

n

nn

n

nn

−−−−=−−
−

−=
−

−

+∞

=

+∞

=

−+∞

=

+∞

=

+∞

= 11

1

222

)()(.)1(

1

.)1(

)1.(

.)1(
,  

    et finalement :  

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, xxxx
n

x
x

nn

x

n

n

n

nn

−++=−−+=
−

−

+∞

=

+∞

=

)1ln().1(
)(

).1(
)1.(

.)1(

12

. 

    Enfin, pour : 1−=x , la série vaut : 1
1

1

1

)1.(

1

22

=






 −
−

=
− 

+∞

=

+∞

= nn nnnn
,  
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    soit la limite de la fonction somme précédente en 1− . 

    Et pour : 1=x , la série vaut : 1)2ln(.21
)1()1()1(

1

)1(

)1.(

)1(

1122

−=−−−−−=






 −−
−

−=
−

−

+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

= n

n

n

n

n

nn

n

n

nnnnnn
,  

    soit encore la limite de la fonction somme précédente, cette fois en 1. 
 

23. Posons : ∀ x  ∈ �, 
+∞

= −
=

2 )1.(
)(

n

n

nn

x
xS . 

Le rayon de convergence de cette série entière s'obtient rapidement avec la règle de d'Alembert et : 1=R . 

Puis : ∀ 2≥n , 
nnnn

1

)1(

1

)1.(

1 −
−

=
−

,  

et : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

+∞

=

+∞

=

−
−

=
−

=
222 1)1.(

)(
n

n

n

n

n

n

n

x

n

x

nn

x
xS ,  

car les deux nouvelles séries ont même rayon de convergence que la première. 

On en déduit que : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, xxxx
n

x
xx

n

x

n

x
xS

n

n

n

n

n

n

+−−−=+−=+−= 
+∞

=

+∞

=

+∞

=

+

)1ln().1().1()(
111

1

. 

Finalement : ))2ln(1.(
2

1

2

1

2

1
ln.

2

1

2

1

2).1.(

1

2

−=+






=






=
−

+∞

=

S
nnn

n
. 

 
Produit de Cauchy.  
24. a. La fonction proposée se développe en une série entière de rayon de convergence 1 et valant : 

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

+∞

=

==
−

=
00

.
1

1
)(

n

n
n

n

n xax
x

xf , 

    avec : ∀ n  ∈ �, 1=na .  

b. Il y a absolue convergence de la série précédente pour tout : x  ∈ ]-1,+1[. 
    Donc le produit de Cauchy de la série par elle-même est absolument convergent et si on le note : 

      
+∞

=

+∞

=

+∞

=

=














=
000

....)(
n

n
n

n

n
n

n

n
n xbxaxaxS , 

    alors : ∀ n  ∈ �, 1.
0

+==
=

− naab
n

k
knkn .  

    Donc : 
+∞

=

+=
−

=
−−

=
0

2
).1(

)1(

1

1

1
.

1

1
)(

n

nxn
xxx

xS . 

c. Une série entière étant toujours de classe C∞ sur son intervalle ouvert de convergence, et ses dérivées  
    s’obtenant en dérivant terme à terme la série entière initiale, on a donc en particulier : 

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

+∞

=

− +==
−

=
01

1
2

).1(.
)1(

1
)('

n

n

n

n xnxn
x

xf ,  

    ce qui est bien ce qu’on avait trouvé. 
 

Autour de l’exponentielle complexe.  
25. La série exponentielle converge pour tout nombre complexe. 

Donc : ∀( Nz, ) ∈ �×�, 
=

∞+

+=

∞+

+==

−=≤=−
N

n

n

z

Nn

n

Nn

nN

n

n
z

n

z
e

n

z

n

z

n

z
e

0110 !!!!
. 

 
26. Posons : biaz .+= , avec : ( ba, ) ∈ �2. 

Alors : ( 2)sin( =z ) ⇔ ( 2
.2

..

=− −

i

ee zizi

) ⇔ ( 01..4 ...2 =−− zizi eie ). 

Or les racines de : 01..42 =−− xix , sont : i).32( ± . 

On remplace ainsi zie .  par : baizi eee −= ... , et l’équation : bai eei −=± .).32( . , est équivalent à :  
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  • 32).32(. ±=±==− iee zib , soit : )32ln( ±−=b ,  

  • ππ
..2

2
ka += , avec : k  ∈ �. 

Finalement, les solutions de l'équation sont :  

  )32ln(...2
2

)32ln(...2
2

+±+=±−+= ikikzk ππππ
, k  ∈ �,  

en remarquant que : 1)32).(32( =−+ , et donc : 
32

1
32

+
=− . 


