Révisions d’analyse (corrigé niveau 2).

Limites des fonctions de variable réelle a valeurs dans Rou C.

20.

21.

On peut exploiter deux propriétés de la partie entiere : elle est en escalier et se définit & I'aide d’'inégalités.
* Pour la fonction f, on peut écrire :

0 x>0, E—1<[9Js9,d’ou: E—§< f(x)sE,deméme:
X X| X a a a
b b x - b .

0 x<0, —< f(X) <———, et par le théoreme des gendarmes, f tend vers — en 0 : elle peut y étre
a a a a

prolongée par continuité.
» Pour la fonction g, c’est plus simple :

00<x<b,0 <E <1, dou [gJ =0, et: g(x) =0, puis g tend vers 0 par valeurs supérieures.

0 -b<x<0, -1< % <0, dou: {%J =-1,et: g(x) = —E, puis g tend vers +w par valeurs inférieures.
X

Soit: a OR.
Alors la suite (a+n.T) tend vers +o quand n tend vers +o.

Donc la suite (f(a+nT)) tend vers L, soit la limite de f en +oo.
Mais cette suite est aussi constante a la valeur f(a), donc on en déduit que f est constante et vaut L.

Continuité des fonctions de variable réelle a valeu rs dans R ou C.

22.

a. Puisque la suite proposée (u, ) est géométrique et tend vers 0, f étant continue en 0, la suite ( f(u,))
tend vers f (0).
Mais de plus: O n ON, f(u,,)=f(u,,)=f(,).
et la suite ( f (u,)) est constante et vaut : f(u,) = f(a).
Conclusion: 0 a OR, f(a)=f(0), et f estbien constante.
b. La question précédente, en partant de : f(x) = f (2.X), proposait de construire une suite convergente
enposant: u, =2uU,,,.
Pour: a OR, posons la suite (u, ) définie par: u, =a, 0 n ON, u, =3u,,, +1.
Alors la suite ( f(u,)) vérifie: O n ON, f(u,)=f@u,,, +1)=f(u.,,),
et donc a nouveau constante a la valeur : f(u,) = f(a).

I suffit de montrer que la suite (u,) converge.

. ” . . 1 1
Or elle est arithmético-géométrique puisque : O n ON, u, ., =§.un —5.

On cherche alors A telque: A= %.A—E, soit: A= —%, et la suite (V,,) définie par :

O n ON, vn:un—Azun+%,

vérifie: O n ON, v, =£(un +£j—E =E.(un —lj =E.vn.
3 2) 3 3 2) 3

, s . 1 1
La suite (Vv,) est donc géometrique de raison 5 et converge vers 0, donc (U,) converge vers —E .

Finalement la suite constante ( f (u,)) converge vers f(—%) ,et:JalR, f(a)= f(—%) :

f est bien constante.

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 01 : Révisions d’analyse (Exercices : corrigé niveau 2). -1-



Il aurait suffi dans ce cas de supposer f continue en —E, qui est en fait le point fixe de : X+ 3.x+1.

,,,,,

23. Remarquons tout d’abord que le résultat aurait été évident pour : n =1, avec la valeur : X =0.
Pour : n> 2, lafonction g proposée est continue sur R (par opérations).

Supposons maintenant que g ne s’annule pas sur [0,1].

Alors elle y garde un signe constant, par exemple strictement positif.
Mais alors :

S S ) (S BB oo

Cette contradiction montrer que g s’annule sur [0,1], et que :

24. a.

25. a.

0x0[04] f(xX) = f[x+%j.

Posons la fonction : ¢ =—

Par opérations, ¢ est continue sur R et son carré vaut 1, donc ¢ vaut 1.

Elle ne peut prendre ces deux valeurs sinon le théoréme des valeurs intermédiaires garantirait qu’elle
s'annule ce qui n'est pas le cas.

Donc elle vaut toujours 1 ou toujours —1 et quimontreque: f =g,ou: f =-g.

. L’hypothése faite sur f montre que f est ne s’annule pas sur R.

Posons alors : 0 x OR, g(X) = f(-X).
On constate que :
0 x OR, (g(¥)% = (f(=x)2 =|f (x> = (F (- %))? = (f 2 =f ()| = (f(X))?
(9097 = (F(=x9)? =[F (=3 =(F(=x))* = (F (N * =|F (" = (F(9)*.
Donc: f =g,ou: f =—g.
Mais si on avait : f =—g, on aurait en particulier : f(0)=-g(0)=-f(-0)=-f(0),et: f(0) =0,
ce qui est impossible, donc: f =g, et f est paire.

La fonction continue (g —h) ne s’annule pas sur [0,1], donc elle y reste strictement positive ou négative.
D’ou le premier résultat.

. Supposons pour la suite qu'on ait: g > h.

Supposons par ailleurs que : O(a,b) 0[0,1]% f(a)=g(a), et: f(b) =h(b).
Alors :

« (f-¢)@) = f(a) - &

a)+h(a) _ g(a)—h(a) _
2 2

h(b) - g(b
. (f - g)b) = "0 —90) )29( ) <0
Puisque (f —¢) est continue sur [0,1], elle doit donc s'annuler en un point ¢ et en ce point ¢, on a:
JCRECHC)

Mais en ce point f(c) vaut aussi soit g(c), soit h(c).
Et si par exemple : f(c) = g(c), on aurait alors : g(c) = w dou: g(c) =h(c).

Cette contradiction montre que f coincide sur [0,1] soit avec g, soit avec h.

26. Notons : ¢(t) = | f (t)| = \/(Re(f )%+ (Im(f(t))?
Par opérations, ¢ est continue sur [a,b].
De plus ¢ est non nulle entsi: Re(f (t)) # 0, mais également si : Re(f (t)) =0, car alors : Im(f(t)) #0.
Donc ¢ ne s’annule pas sur [a,b].
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Si enfin, on note : M= é[nfb]¢(t) , cette valeur existe comme borne inférieure d’'une fonction continue sur un
tl a,

segment, et elle est atteinte en au moins un point de [a,b], donc est non nulle.
On a donc démontré le résultat voulu.

Dérivabilité des fonctions de variable réelle aval  eurs réelles ou complexes.

27.

28.

29.

30.

Pour: x OR,onadonc: 0 h OR |f(x+h)-f(x)|< A"
f(x+h) - f(X)
h

Donc si on fait tendre h vers 0, le taux d’accroissement de la fonction tend aussi vers 0.
f est donc dérivable en x,et: f'(x)=0.

Finalement, f est dérivable sur l'intervalle R, et a dérivée nulle : f est donc constante sur R.

Donc: 0O h OR,

< A|h|a_1, et I'exposant a —1 est strictement positif.

a. Vu I'hypothése faite : f (0).f (0) = f (0), et f (0) est solution de I'équation : t* =t , et vaut 0 ou 1.
b. Si f(0) estnul, alors:
Ox OR, f(x).f(0)=0=f(x+0)=f(x),
et f estlafonction nulle, qui est bien solution, puisque dérivable sur R et vérifiant I'égalité demandée.
c. Sion suppose : f(0) =1, on peut alors, a X fixé, dériver I'égalité de départ par rapport a t, et :
Ox OR, OtOR, f(x).7'(t) =1Lf'(x+t).
Cette égalité étant vraie pour tout t, en particulier pour: t =0, et: 0 x OR, f'(0).f(xX) = f'(X).
Donc f est solution d’'une équation différentielle du type : y'=a.y, avec: a O R.
f estdoncdelaforme: OAOR, O x OR, f(x) =A.e**,
et comme de plus : f (0) =1, on en déduit :
A=1,doncfinalement: DJa OR, 0 x OR, f(x)=e*".

Réciproguement, toute fonction du type précédent est bien dérivable sur R, et vérifie I'égalité
demandée : ce sont donc les solutions du probléme.

La fonction g est nécessairement définie par: Ot O R, g(t) = f(\/f).

Montrons que cette fonction, définie sur R*, est de classe C* sur R*.
Par construction et opérations, elle est de classe C! sur R™.

_ o 1 e 1RO
DepIus.Dt>O,g(t)—2\/f.f (\/f)—z. i .

Quand t rend vers 0, \/f tend aussi vers 0, et la quantité précedente a une limite qui est 5 £"(0).

Donc g g est dérivable en 0, ona: g'(0) =%.f "(0), et g' est continue en 0.

g est donc bien de classe C* sur R*.

a. Par opérations, g, est n fois dérivable sur R™.
b. Montrons le résultat demandé par récurrence.
- N 1 -1 1
Pour cela, g, vérifie: 0 x OR™, g,(x) = xo.f[—j, et: g,'(x) =—.f (—j
X X X

Supposons maintenant le résultat vrai pour un entier : b>1, donné.

Alors: 0 x OR™, g,,,(X) = Xn-f(lj = X0,(x).
X

Win+l
La formule de Leibniz montre alors que : 0 x>0, g’ (x) = Z( ‘ j.x(k)g,(]”ﬂ_k) (x).
k=0

Cette derniére somme ne comporte que deux termes et :
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+1 n+1
0 x>0, g (x) = [ jx‘o)gn”+l‘°)(x)+( . j.x(l’glﬁ"”‘l)(x),et donc :

002 (0 =1 (( o2 D+( e L0
dx{ x" X X" X

(n+1)( n™ f(n)( j ( 1" [ 1 j f(n+1)[1j+(n+1) =" 1" f(n)( j
Xn+2 X X. Xn+1 ’ X2 ' X n+1 X
L0 1]

X X
Ce qui termine la récurrence.

31. Notons pour cela: Ot 0 |, a(t) =Re(f (t)), b(t) =Im(f(t)), et: ¢(t) = | f (t)| =./a(t)* +b(t)* .
Puisque f ne s’annule pas, la quantité sous la racine reste dans R, ou \/_ est dérivable.
a(t).a'(t) +b(t).b'(t)
Ja®)2+bt)2
Puisque | estun intervalle, ¢ est croissante si et seulement si :
OtO 1, a(t).a'(t)+b(t).b'(t)=0.
f'(t) _ a'(t)+ib'(t) _ [@'(t).a(t) +b'(t).b(t)] +i.[b'(t).a(t) —a'(t).b(t)]
f(t) a(t)+ib(t) a(t)? +b(t)? '

Donc ¢ estdérivablesur | ,et: 0t0O 1, ¢'(t) =

Dautre part: 0t |,

Donc : Re(ij >0, si et seulement si : a(t).a'(t) +b(t)b'(t)=0,

d’ou I'équivalence demandée.
32. a. Puisque f admet une limite finie en +o, g admet une limite en g qui vaut f(a).
N Vg m
g se prolonge donc par continuité sur [OE} en posant : g(ij =g ="f().
Cette fonction prolongée est continue sur [Og} dérivable sur }O,—ZT[
b. Puisque : g[Z—ZTj =g(0), le théoreme de Rolle montre qu'il existe : y }Og[ ,telque: g'(y) =0.

c.Deplus: 0 x O } j g'(X) = (L+ tan’(x)).f'(a+tan(x)) .

Posons alors: c=a+tan(y) O]a,+),et: (g'(y)=0)= (f'(a+tan()) =0)= (f'(c) =0).
d. Plus généralement, si f est définie sur R, continue et dérivable sur R et vérifie : lim f(x) = lim f(x),

alorsilexiste: ¢ OR, f'(c) =0.

La démonstration est identique, en définissant par exemple une fonction sur }E’-F]_ZT[’ gue I'on
7l
prolonge en + PR

Développements limités.
33. On vaici utiliser des développements limités a des ordres suffisants ou des équivalents.
e Pour la premiére limite, on pose : x=1+h, et:

x*+x-2=@1+h)*+@1+h)-2=3h+h? =3h,
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Vi T T 1 2
tar(—.xj = tar(— + h.—] =- ~ ,
2 2 2 JT\ ° 77h
tan h.—

2
dou: (X*+Xx— 2).tar(7—7.xj~E ,et: lim(x* +x- 2).tar(7—7.xj =E.
2 177 x-1 2

T

* Pour la seconde, on remarque tout d’abord que : (Xx>1) = (0< x.sin(lj).
X

ow: s3] won{{sa( 7))ol o) e
()] =g ()) -5 0-0)
© ol o2

« Enfin: Y2 = 2% = exp{l.ln(Z)j :1+1.In(2) +o+w[1j, de méme : /3 =1+1.In(3) +o+w(lj.
n n n n n
Do (342 - 28/3)" = exp%.ln(&@ —2%/3)) = exp{%.ln(ﬂ 3In@)-2In@) , [ %Dj |

n

et: (3%2-28/3)" = exr{% ( 3In@)-2In@ (%]D = expB.In(2) - 2In(3) +0.. 1))

n

3
soit finalement : lim (3%/2 - 24/3)" = expB.In(2) - 2In(3))—2——g.

34.+ Pour les développements limités composes, il faut en premier lieu surveiller les variables intermédiaires
utilisées et les points ou les développements intermédiaires sont réalisés.

X 4 amX X2 X 3 X2 X 3y | — , X 3
« 3e7+e” =3 1+x+7+€+oo(x) + 1—x+7—€+oo(x) =4+ 2X+2X +?+00(x),

d'ou en factorisant par 4 et en utilisant un DL3(0) de In(1+u), on obtient :

} X x* X X x> X
In(3e*+e ) =In(@) +In|1+=+ =+ +0,(X° -Z +0.(X).
( ) =In(4) ( SCRET o )j 3 3 0 (X7)

« 1+1+X 2+— X — ; x? +1—16.x3 +0, (XS), d’ou en factorisant d’abord par 2 :

V1+4/1+X :\/_2(1+%.x—%.x2 +3i2.x3 +oo(x3)j \/_2(1 a2 s 2t o +00(x3)j.

128 1024
 Pour le troisieme, on constate que I'ordre 7 est le premier a donner un terme non nul :

sin(sh(x)) - sh(sin(x)) = SIH(X+X—3 X—5+ X’ oo(x7)J—sh(x—X—3+X—5— X’ +00(x7)j,et

6 120 5040 6 120 5040

sin(sh(x)) — sh(sin(x)) = —Z—; +0,(x).

« Pour le quatrieme, on commence par un changement de variable : x=27n+h, et:

2 _3.2 = > _ |y Ah 0 _ (. 2h 3h® 3h®
VX2 =372 =N +4mh+h? =11 L+ = (1 e 0(h)]

puis : Sin(Wx* —=3.7°) = sin(ﬂ+ 2h- 3;; + 3h° + oo(hs)] = —(D _3h° [ 3 ;’j h® +0,(h ))

T 2 2m \iri
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35.

36.

37.

* Enfin, pour le dernier, on commence par dériver la fonction, on la développe en 0 puis on intégre :

=-2+8x*-32x* +0,(x?), et:

la dérivée vaut :

1+ 4.x%

8x° 32x°

2.(1_ X) 5
arctan ———= | = arctanf) — 2.x + +0,(X7).
’E e j 0 o (%)

On écrit: Ya = ex l.ln(a)j :1+1.In(a) + om(lj, d'ou : M = 1+£(Mj + om(lj .
n n n 2 n 2 n
Puis : [@j = exp{n.ln[@]} = ex;{w +o0,, (1)} , et JLQ(@J =./ab.

a. La fonction f étant décroissante, elle admet une limite finie en +« ou tend vers — .
Si cette limite était — oo, alors la fonction : x+— f(x)+ f(x+1), tendrait aussi vers —o et ne pourrait

o .1
étre équivalent a —.
X

Donc f tend vers une limite finie L en +w, et: x> f(x)+ f(x+1), tend vers 2L en +w et aussi vers
0, d’ou on déduitque : 2L =0
Finalement, f tend vers 0 en +c.
b. On remarque ensuite que : 0 x>0, f(X)+ f(x+)<2f(X)< f(x+D)+ f(x+2).
Si maintenant, on multiplie cette double inégalité par X, on constate que :
e X.(f(x)+ f(x+1) tend vers 1, vu I'équivalent donné, et :
o X.(f(x+1)+ f(x+2)) estéquivalenta (x+12).(f(x+2) + f(x+2) en +w et tend aussi vers 1.

Donc 2.x.f(X) tend vers 1 en +o et : f(X)~ 1

o DX

: o Vs .
La fonction tar est définie sur }5’4_,_7[ ety est de classe C* comme quotient.

De plus : tan'=1+tan’.

Il est alors simple de démontrer par récurrence que tar est de classe C" pour tout n sur l'intervalle donc
de classe C”.

En effet, elle y est bien de classe C!, etsion I'y suppose de classe C", pour un entier : n=1, donné, alors
la relation sur tan' montre que tan'est elle-méme de classe C", donc que tar est de classe C™".

Puis, étant de classe C°, elle admet en 0 un développement limité & I'ordre 9 de la forme (elle est impaire) :

0 x O }—gﬁg[ , tan(x) =0+a,.x+a,.x> +a.,.x° +a,.x" +a,.x° +0,(x°).
D’autre part, tan' est de classe C? donc admet aussi un développement limité & 'ordre 8 en 0, obtenu en
dérivant le précédent et on a I'égalité : 0 x [ }—gﬁg[,

a, +3a,.x° +5a,.x* +7.a,.x° +9.a,x° + 0, (x®) =1+ (a,. X+ a,.x° +a;.x" +a,.x" +a,%x° +0,(x%))*.

En développant cette égalité et en utilisant I'unicité d’'un développement limité en 0, on peut égaler les
coefficients et aboutir au systeme :

a =1,

3a,=a’,

5.8, = 2a,.4a,,
7a,=a’+2a.a;,

94, = 2a.a, + 2a,.a;.
On peut alors le résoudre de proche en proche pour obtenir finalement :
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3
0 x 0O }Eﬁﬂi tan(x):x+x—+£.x5+ X422 + 0y (X°) -
2" 2 3 15 31t 283¢

Suites explicites réelles ou complexes.
38. On va raisonner par encadrements, et pour cela, soit: X O R.

Alors:0n>1,01<ks<n, (kx-1) <|kx]<kx,
d'our : Z (kx-1 < iLk.xj < ik.x.
k=1 k=1 k=1

n n + + - +
Or: Zk.x=x.2k:x.m,donc: X.M—L =x.n—1su sx.n—l.
2 2.n? n?
k=1 k=1 . . .

Lo X
Le théeoreme des gendarmes montre alors que (u,,) tend vers 5

Puis, si a est un réel donné, on pose : X = 2.a, et la suite (U, ) qu'on construit & partir de cet x est formée

de rationnels converge vers a.
39.«Si:a=b,ona:
1 1
OnON%u, =(@"+a")" =a2", et (u,) tend vers a.

o= a1 | <afue 2 =nm 2[ae2]

On peut alors faire un développement limité du In pour obtenir : u, = a.ex 1[(Ej +0,, ([Ej D .
a

Sk

ni\a

n
Quand n tend vers +o, la suite géomeétrique ((—j J tend vers 0, donc I'argument de I'exponentielle tend
a

vers 0 et I'exponentielle tend vers 1.
Conclusion : (u,) tend vers a.

Et puisque a et b joue des roles symétriques, le cas : a<b, est identique et (u,) tend alors vers b.

40.a. On constate que : 0 n ON, |z,,, -7 |= ‘ei'“.(ei —1)‘ = ‘e‘ —ﬂ,
et cette suite est donc constante non nulle et ne tend donc pas vers 0.
b. La suite (z,) est donc divergente, et I'une des deux suites (Re(z,)) ou (Im(z,)) diverge.
c. En développant cosfi+1),on a:
0 n ON, cosfi+1) =cosf).cosQ) —sin(n).sin@), et :
cosf).sinf) cosf+1)
cosQ) cos()
Si maintenant on suppose que (cosf)) converge, alors (cosf+1)) converge aussi (comme suite
extraite), tout comme (Sin(n) ) comme combinaison linéaire.
Cette contradiction montre que (cos)) diverge.
d. De méme, en exploitant le développement de sin(n+1), on montre que (Sin(n)) ne peut converger et
donc diverge.
e. Si on reprend la démarche dans ce cas général, on constate (en notant toujours: ' n ON, z, =e

O n ON, sin(n) =

iJL@)

que la suite (z,) diverge si: 6 # 0(mod7), puisque : 0 n ON, |z,,, -z |= ‘ei'g —ﬂ £0.
e sidonc: d=0(modn), la suite (sin(n.f) ) est constante nulle donc converge, et la suite (cosf.o) ) :
- est constante égale a 1 (donc converge) si: =0 (mod2.7),
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- vaut ((=1)") (donc diverge) si: 8 = n (mod2.71) .
e si maintenant :  # 0 (mod ), en raisonnant comme précédemment, a savoir en raisonnant par
I'absurde et en développant successivement cos(fi+1).6) et sin((n+1).6), on montre que les suites
(cosfn.f)) et (sin(n.f) ) divergent.

41. On suppose donc que : |a >|b|, et on peut alors écrire :

N bn 1+[bj
0n 0N, Un:an+bn: .
a —
1_(bj
a

b <1, donc la suite ((Ej j tend vers O et (u,,) tend vers 1.

Or: |—
a a

Si par ailleurs : [a| <|b|, de méme la suite tend vers —1 (on peut aussi considérer (—u,)).

42. On démontre ces résultats par récurrence, en commengant par remarquer que :

OnON* O< <

2m T2
donc cosinus et sinus sont positifs.
Puis le résultat voulu est immédiat pour : N =1, et si on le suppose vrai pour un entier : n=1, donné,

alors : COSZ(ZZZJ =%(1+ co{zﬁln =%(1+%.\/2+\/2+...\/§j =%(2+\/2+\/2+...\/§j :
Donc le cosinus étant positif, on en déduit le résultat pour n+1 en passant a la racine.

On en déduit le résultat (directement) pour le sinus avec : 2sin®(a) =1-cos@.a),
et le fait que ce sinus est positif.

Enfin : sin(zﬁlj ~ 2{:1 , donc : 2”*1.sin(2$j =2"\2-2+..42 ~ 1,
et: 77= lim (2“.\/2—\/2+...+\/§j.

n- +oo

Suites récurrentes linéaires, ou définies a partir de : un.g = f(uy).

. : . Vs T . : o R
43. Puisque cos laisse stable l'intervalle : | {OE} ,et:10 {OE} la suite (u,,) est bien définie et a

termes dans | .
De plus, cos est décroissante sur cet intervalle, cos COs est croissante, donc les suites (U, ,) et (U,,,,)

sont monotones (et de monotonies inverses), comme on peut le redémontrer par récurrence.
Puisque : u, = cos(cosl)) <1=u,, la suite (u,,) est décroissante et donc (U,,,,) est croissante.

Etant bornées, ces deux suites sont donc convergentes.
Puis la fonction ¢ : X+ cos(cosk)) — X, est dérivable sur l'intervalle, et :

0 x 0 [o,’ﬂ, #'(X) = sin(x).sin(cosk)) —1<0,

. . no . ,
puisqu’elle ne pourrait s'annuler que pour : X = E ou elle ne s’annule pas.

Donc ¢ est strictement décroissante.

De plus, elle vaut : cos(cosQ)) =cos@) >0,en0, et : CO{CO{I_ZTD —7—27 = 1—7—27< 0,en g

Donc elle s’annule en une seule valeur a dans l'intervalle.
Enfin, les suites (u,,) et (u,,,,) convergent vers un point fixe de : X+ cos(cosk)), donc vers a.
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Finalement la suite globale (u,) converge vers a.

44. Tout d’abord la suite (u, ) est bien définie, et une récurrence immédiate montre qu’elle est a termes
positifs.
Puis, en posant: 0 n ON, v, =In(u,)),

n-*

1 1
onconstateque: L n ON, v, ZE'Vnﬂ +§.v

Donc la suite (V,) est une suite récurrente linéaire a deux termes, d’équation caracteéristique :
2r?-r-1=0.

n
Les racines étant 1 et —%, on sait donc que : O(AB) O R, 0 nON, vV, = A+ B.[—%j .

Enfin les valeurs de u, pour: n=0, et: n=1, donnent: In(a) = A+B, In(B) = A—%, et:
1 2
A= 5.(In(a) +2In(B)), B =§.(In(a) -In(p)).

1.2( 1\ 2 2( 1)
Finalement: O n ON, u, zaé?(_Ej .,83_3(_2) )

Suites adjacentes.
45. On peut commencer par demontrer par récurrence que : O n O N, u, et v, existent et sont positifs.

u +v
Puis: 0 n=0, Unia “Vhat = n2 . _\Iun'vn :%'(\/I_\/W)ZZO-

Donc a partirdurang 1, on a:
cu,2V,,

LUty —u, _ Vo~ U, <0,
2 2
et (u,) est décroissante a partir du rang 1, minorée par 0 donc convergente,

o Ju, v, v, =V, (U, —4/v,) 20,

et (Vv,) est croissante a partir du rang 1, majorée par u,, donc convergente.

Notons L, et L, leurs limites respectives.

En passant a la limite dans I'égalité donnant u,,,, on obtient: L, =—.(L, +L,),

n+l?

N | =

dou: L, =L,, etles deux suites sont adjacentes.

46. Comme dans I'exercice précédent, on démontre que (U, ) et (Vv,) sont bien définies, a valeurs strictement

positives, puis avec :
2

OnON,u, -V, =——"—,ondémontre qu'a partirdurang 1,ona: u, 2V,.

Ensuite, on demontre que (V,) croit, (u,) décroit, et convergent vers deux limites, qui sont egales, a
nouveau en utilisant la relation définissant u,,, .

Un peu de théorie.
47. Puisque (U, ) et (Vv,) sont a valeurs dans [0,1], on a:

OnON,O<u,v,<u,,et: 0sl-u,<l-u,v,,
et le théoréme des gendarmes montre que (1—u,) tend vers 0, donc (u,) tend vers 1.
(u,) et (v,) jouant des réles identiques, (V,) tend aussi vers 1.
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48. L’hypothese indique qu'il existe une suite extraite de (z,), soit (Z,, ) qui converge vers : Z = atib.

Mais alors (&, ) converge vers a, et (b¢(n)) vers b, comme parties réelle et imaginaire d’une suite
convergente (ici (Z,, ))-
La réciproque est fausse, comme le montre le contrexemple donné par :
OnON, z,=(-)"+i.(-)"™.
En effet, la suite constante égale a 1 est extraite de (&, ), tout comme de (b, ), puisque :
OnON,a,, =(-)*" =1,
00 ON, by, = (=)@ =1,
mais (L+i) n’est pas valeur d’adhérence de (z,).
Eneffet: 0 n ON, z, =(-)".@A-1i),
et (z,) n'a que deux valeurs d’adhérence qui sont (1—1i) et (=1+1).
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